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ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ 

Основная форма учебных занятий студентов заочной формы обу-

чения − самостоятельная работа над учебным материалом: изучение 

материала по учебникам, самопроверка и выполнение контрольных 

работ. 

Руководящим документом для студента-заочника в работе служит 

программа курса высшей математики, материал которой необходимо 

самостоятельно изучить по учебнику, обращая внимание на определе-

ния основных понятий и на примеры, иллюстрирующие эти определе-

ния. Необходимо добиваться четкого представления о предположени-

ях и утверждениях теоремы и полного понимания схемы ее доказа-

тельства. На какие разделы программы необходимо обратить особое 

внимание, с какими достаточно лишь ознакомиться, какие теоремы 

нужно уметь доказывать, а какие лишь формулировать − эти и другие 

сведения можно получить на установочных лекциях. 

Настоящие методические указания содержат краткие теоретиче-

ские сведения по курсу, которые могут оказаться полезными при вы-

полнении контрольных работ. При работе с учебниками и учебными 

пособиями настоятельно рекомендуется вести конспект, куда в требу-

емом порядке записывать названия разделов, определения, формули-

ровки теорем и формулы. На полях конспекта отмечать вопросы, кото-

рые необходимо выяснить на консультации. Полезна также рабочая 

тетрадь, где студенты могут воспроизвести решение задач из учебни-

ков, построить аналогичные примеры, привести формулы. Правильно 

оформленные рабочая тетрадь и конспект приучают к порядку в рабо-

те и облегчают изучение высшей математики, так как процесс повто-

рения и записывания способствует усвоению и запоминанию учебного 

материала. 

Изучив теорию, можно приступать к самостоятельному выполне-

нию контрольных работ, которые являются промежуточным отчетом о 

проделанной работе, о степени усвоения изученного материала. 

Если при изучении теоретического материала, решении задач, са-

мопроверке или выполнении контрольной работы у студента возника-

ют какие-либо затруднения, он может обратиться в университет для 

получения консультации. Вопросы на консультации должны быть кон-

кретными, с точным указанием места в доказательстве теоремы, реше-

нии задачи и т. п., начиная с которого студент нуждается в помощи. 

Важным показателем в учебной работе является умение самосто-

ятельно разбираться во всех вопросах программы, поэтому обращаться 

за консультацией студенту следует лишь после нескольких безрезуль-

татных попыток самостоятельного решения вопроса, вызвавшего за-

труднение. 

При выполнении контрольных работ студент должен строго при-

держиваться следующих правил: 



8 

− выполнять контрольные работы следует строго по своему вари-

анту, номер которого совпадает с последней цифрой учебного шифра 

(работа, выполненная по чужому варианту, не засчитывается); 

− каждую контрольную работу выполнять в отдельной тетради 

(чернила любого цвета, кроме красных), в которой должны быть поля 

для замечаний рецензента, в конце тетради необходимо оставить не-

сколько чистых листов для дополнений и исправлений в соответствии 

с замечаниями рецензента; 

− оформление обложки тетради должно соответствовать образцу 
 

Контрольная работа № __ 

по   высшей    математике 

на тему «_____________» 

студента группы  _______ 

______________________ 
        (Фамилия, Инициалы) 

Шифр  ________________ 
 

− в работу обязательно вложить лист рецензии; 

− располагать задачи (и их решения) в порядке возрастания номе-

ров, сохраняя нумерацию; 

− перед решением каждой задачи полностью переписать ее усло-

вие, заменив общие данные конкретными из своего варианта; 

− решение задач записывать аккуратно, подробно, сопровождая 

необходимыми чертежами; 

− в конце работы (в тексте) поставить дату выполнения и личную 

подпись. 

Если работа не зачтена, студент должен внимательно изучить ре-

цензию и исправить допущенные ошибки в соответствии с замечания-

ми рецензента. Исправления следует разместить в конце прорецензи-

рованной работы (вносить исправления в сам текст проверенной рабо-

ты запрещается) либо в новой тетради, и в короткий срок отправить ее 

в университет для повторной проверки вместе с рецензией и прове-

ренной работой. 

Работа, выполненная с какими-либо нарушениями перечисленных 

выше требований, не засчитывается и возвращается студенту для пе-

реработки. 

Студент, не выполнивший хотя бы одну контрольную работу, к 

экзамену не допускается. 
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ПРОГРАММА КУРСА ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ (I СЕМЕСТР) 

 

Тема 1. Элементы линейной алгебры  

1. Матрицы, действия над ними. Нулевая, квадратная, диагональ-

ная и единичная матрицы. Определители матриц второго и третьего 

порядка, их свойства. Определители более высокого порядка. 

2. Правило Крамера решения системы линейных уравнений. 

Обратная матрица. Теорема о существовании и единственности 

обратной матрицы. Решение систем линейных алгебраических уравне-

ний матричным способом. 

Ранг матрицы. Элементарные преобразования матрицы. Теорема 

Кронекера - Капелли. Метод Гаусса решения систем линейных алгеб-

раических уравнений. 

 

Тема 2. Векторная алгебра 

1. Векторные и скалярные величины. Вектор как направленный 

отрезок. Равенство векторов, понятие свободного вектора. Коллинеар-

ные и компланарные векторы. Линейные операции над векторами, 

свойства этих операций. 

Линейные пространства. Линейная зависимость и независимость 

векторов. Теорема о линейной зависимости векторов. Базис линейного 

пространства. Разложение вектора по базису. 

Различные способы задания вектора в пространстве. Задача о де-

лении вектора в данном отношении. 

2. Скалярное произведение двух векторов, его свойства и выра-

жение через координаты сомножителей. Механический смысл скаляр-

ного произведения. Длина вектора и угол между двумя векторами в 

координатной форме. Условие ортогональности двух векторов. 

3. Векторное произведение двух векторов, его свойства и выра-

жение через координаты сомножителей. Геометрический и механиче-

ский смысл векторного произведения. 

4. Смешанное произведение трех векторов, его геометрический 

смысл, свойства и выражение через координаты сомножителей. Необ-

ходимое и достаточное условие компланарности трех векторов. 

 

Тема 3. Аналитическая геометрия 

1. Поверхность. Уравнение поверхности. Уравнение плоскости, 

проходящей через данную точку перпендикулярно данному вектору. 

Общее уравнение плоскости. Уравнение плоскости, проходящей через 
три заданные точки. Уравнение плоскости в отрезках Угол между 

плоскостями. Условия параллельности и перпендикулярности двух 

плоскостей. 

2. Прямая в пространстве трех измерений. Векторное, параметри-

ческие и каноническое уравнения прямой. Прямая в пространстве как 
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линия пересечения плоскостей. Общие уравнения прямой. Переход от 

общих уравнений прямой к каноническим. Угол между двумя прямы-

ми. Условия параллельности и перпендикулярности прямых. 

Взаимное расположение прямой и плоскости в пространстве. 

Угол между прямой и плоскостью, условия параллельности и перпен-

дикулярности прямой и плоскости. Пересечение прямой с плоскостью. 

3. Прямая на плоскости. Уравнение прямой с угловым коэффици-

ентом. Общее уравнение прямой и его исследование. Каноническое 

уравнение прямой. Уравнение прямой, проходящей через данную точ-

ку в данном направлении, через две точки, уравнение прямой в отрез-
ках. Угол между двумя прямыми, условия параллельности и перпенди-

кулярности прямых на плоскости. 

4. Кривые второго порядка. Вывод канонических уравнений, ис-

следование формы по уравнению Эксцентриситет и директрисы эл-

липса, гиперболы и параболы. Асимптоты гиперболы. 

5. Задача преобразования координат. Параллельный перенос и 

поворот координатной системы. Упрощение уравнений некоторых 

кривых при помощи преобразования координат. 
 

Тема 4. Введение в математический анализ 
1. Понятие функции как отображения множества на множество. 

Способы задания функции. Область определения. Основные элемен-

тарные функции, их графики. Элементарные функции. Неявные функ-

ции. 

2. Числовая последовательность и функция натурального аргу-

мента. Предел числовой последовательности. Теорема о существова-

нии предела монотонной ограниченной последовательности (без дока-

зательства). 

Предел функции в точке и в бесконечности. Бесконечно малые и 

бесконечно большие функции. Связь между ними. Теоремы о беско-

нечно малых. Теорема о разложении функции, имеющей предел, на 

постоянную и бесконечно малую. 

3. Основные теоремы о пределах (о пределе суммы, произведения 

и частного). Теоремы о предельном переходе в неравенствах. 

Раскрытие неопределенностей. Первый и второй стандартные 

пределы. Натуральные логарифмы. 

Сравнение бесконечно малых функций. Эквивалентные беско-

нечно малые. Замена бесконечно малых эквивалентных при вычисле-

нии пределов. 

4. Непрерывность функции в точке на интервале. Нахождение 

предела непрерывной функции. Непрерывность основных элементар-

ных функций. Теоремы об арифметических действиях над непрерыв-

ными функциями. Теорема о непрерывности сложной функции. Свой-
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ства сложной функции. Свойства функций, непрерывных в замкнутом 

промежутке (без доказательства). 

Точки разрыва функции. Классификация точек разрыва. 

 

Тема 5. Дифференциальное исчисление функций одной перемен-

ной 

1. Производная функции. Геометрический и механический смысл 

производной. Уравнения касательной и нормали к кривой. 

2. Дифференцируемость функции в точке и на интервале. Теорема 

о связи дифференцируемости и непрерывности. 

3. Производная суммы, произведения и частного дифференциру-

емых функций. Основные правила дифференцирования. 

4. Дифференцирование сложной функции. 

5. Обратная функция. Существование обратной функции. Связь 

между производными двух взаимно обратных функций. 

6. Производные основных элементарных функций. Таблица про-

изводных. 

7. Неявно заданная функция. Дифференцирование функции, за-

данной неявно. 

8. Производная степенно-показательной функции. Логарифмиче-

ское дифференцирование. 

9. Параметрический способ задания функции. Производная функ-

ции, заданной параметрически. 

10. Производные высших порядков. 

11. Дифференциал функции, его геометрический смысл. Инвари-

антность формы первого дифференциала. Дифференциалы высших 

порядков. 

12. Теоремы о дифференцируемых функциях (Ролля, Лагранжа, 

Коши). 

13. Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей вида   и вы-

числение пределов функций при помощи правила Лопиталя. 

 

Тема 6. Исследование функций с помощью производных 

1. Монотонность функции. Необходимые и достаточные призна-

ки возрастания и убывания функции. Нахождение интервалов моно-

тонности функции. 

2. Максимум и минимум функции. Необходимые условия суще-

ствования экстремума. Первый и второй достаточные признаки суще-

ствования экстремума. Нахождение экстремумов функции. 

3. Выпуклость и вогнутость кривой, достаточные признаки. Точ-

ки перегиба графика функции, достаточный признак существования 

точек перегиба. Нахождение промежутков выпуклости и вогнутости 

кривой. 

4. Асимптоты кривой. 
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5. Схема полного исследования функции и построение ее графи-

ка. 

6. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке. 

Практические задачи на экстремум. 
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1. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

 

1.1. Матрицы. Действия над матрицами 

 

Литература: [1], гл. V, §§ 1, 5 

[2], Т.1, §§ 3, 15 

[9], гл. 2, § 2.4 

 

Матрицей размерности nm ×  называется прямоугольная табли-

ца, состоящая из nm ⋅  элементов, расположенных в m строках и n 

столбцах. Обозначается матрица следующим образом: 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 или 

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Элементы матрицы ija  (первый индекс i − номер строки, второй 

индекс j − номер столбца) могут быть числами, функциями и т. п. 

Матрицы обозначают заглавными буквами латинского алфавита, 

например, ( )ijaA = , ijbB = . 

Матрица называется квадратной, если у нее число строк равно 

числу столбцов (m = n). В этом случае число n называется порядком 

матрицы, а сама матрица называется матрицей n-го порядка. 

Элементы с одинаковыми индексами nnaaaa ...,,, ,332211  образу-

ют главную диагональ квадратной матрицы, а элементы 

123121 ,...,,, nnnn aaaa −−  − побочную диагональ. 

Единичной матрицей называется квадратная матрица, все элемен-

ты главной диагонали которой равны 1, а остальные элементы равны 0. 

Она обозначается буквой Е. Например, единичная матрица третьего 

порядка имеет вид 

















=
100

010

001

E . 

Нулевая матрица − это матрица, все элементы которой равны 0. 

Нулевая матрица может быть любого размера. 

К числу линейных операций над матрицами относятся: 

1) сложение матриц; 

2) умножение матриц на число. 
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Операция сложения матриц определена только для матриц одина-

ковой размерности. 

Суммой двух матриц А и В называется матрица С, все элементы 

которой равны суммам соответствующих элементов матриц А и В: 

ijijij bac += . 

Произведением матрицы А на число k называется матрица В, все 

элементы которой равны соответствующим элементам данной матри-

цы А, умноженным на число k: 

ijij akb = . 

Пример 1. Даны две матрицы 










−
=

20

13
A  и 









−
=

03

21
B . 

Найти  матрицу C = 2A – B. 

Решение. 

.
43

05

0)2(2)3(02

212132
2 









−
=









−−⋅−−⋅
−⋅−⋅

=−= BAC  

Операция умножения матриц вводится для матриц, удовлетво-

ряющих условию: число столбцов первой матрицы равно числу строк 

второй. 

Произведением матрицы А размерности nm ×  на матрицу В  

размерности pn ×  называется матрица С размерности pm × , элемент 

i-ой строки и j-го столбца которой равен сумме произведений элемен-

тов i-ой строки матрицы А на соответствующие элементы j-го столбца 

матрицы В: 

jnnijijiij bababac +++= ...2211 . 

Произведение матриц (в отличие от произведения действитель-

ных чисел) не подчиняется переместительному закону, т.е. в общем 

случае А В ≠  В А. 

Пример 2. Найти произведение АВ матриц 

















−
−=

1302

3015

6142

A  и 





















−
−

=

01

25

34

21

B . 

Решение. Матрица А имеет размерность 3×4, а матрица В − 4×2. 

Так как число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В, то 
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матрицу А можно умножить на матрицу В (обратите внимание, матри-

цу В на матрицу А умножить  нельзя).  При  этом  получаем  матрицу  

С = АВ размерности 3×2. Ее элементы: 
 

,60621)3(422,1916)5(14412 1211 −=⋅+⋅+−⋅+⋅==⋅+−⋅+⋅+⋅= cc

,130320)3()1(25,413)5(04)1(15 2221 =⋅+⋅+−⋅−+⋅==⋅+−⋅+⋅−+⋅= cc

.100)1(23)3(022,141)1()5(34012 3231 =⋅−+⋅+−⋅+⋅=−=⋅−+−⋅+⋅+⋅= cc
 

Итак, 

















−

−
=

















=
1014

134

619

3231

2221

1211

cc

cc

cc

C . 

 

1.2. Определители. Свойства определителей 

 

Литература: [1], гл. V, § 1 

[2], Т.1, §§ 1, 2 

[9], гл. 2, § 2.1 

 

Определителем матрицы 2-го порядка 







=

2221

1211

aa

aa
A  называется 

число, вычисляемое по следующему правилу 

12212211
2221

1211 aaaa
aa

aa
⋅−⋅==∆ . 

Определителем матрицы 3-го порядка 
















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

называется число, вычисляемое по следующему правилу: 

.
332112322311312213

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆

 

Первое из слагаемых со знаком «+» представляет собой произве-

дение элементов, расположенных на главной диагонали матрицы (

332211 aaa ). Остальные два содержат элементы, расположенные в вер-

шинах треугольников с основанием, параллельным главной диагонали 
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( 312312 aaa  и 322113 aaa ). Со знаком «-» входят произведения элемен-

тов побочной диагонали ( 312213 aaa ) и элементов, образующих тре-

угольники с основаниями, параллельными этой диагонали ( 322311 aaa  

и 332112 aaa ). 

***

***

***

 = + 

***

***

***

 − 

***

***

***

 

Это правило вычисления определителя 3-го порядка называется 

правилом треугольников (или правилом Саррюса). 

Алгебраическим дополнением некоторого элемента ija  определи-

теля называется определитель, получаемый при вычеркивании из дан-

ного определителя строки и столбца, содержащих этот элемент, и взя-

тый со знаком ( ) ji +−1 , где i − номер строки, j − номер столбца, на 

пересечении которых находится элемент ija . Алгебраическое допол-

нение обычно обозначается ijA . Например, для элемента 21a  опреде-

лителя 3-го порядка алгебраическое дополнение 

).(
12

)1( 32133312
3332

1312
21 aaaa

aa

aa
A ⋅−−=⋅+−= ⋅  

Определитель равен сумме произведений элементов какой-либо 

строки (столбца) на соответствующие им алгебраические дополнения. 

Например, определитель можно разложить по элементам первой стро-

ки 

131312121111

333231

232221

131211

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

⋅+⋅+⋅==∆ , 

или второго столбца 

323222221212 AaAaAa ⋅+⋅+⋅=∆ . 

Пример 3. Вычислить определитель 

203

121

251

−
− . 
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Решение. 1-й способ. Данный определитель 3-го порядка можно 

вычислить по правилу треугольника 

 

−−⋅⋅−⋅⋅−−⋅−⋅+−⋅⋅+⋅⋅=
−
− )1(5222)3(0)1(2)3(15221

203

121

251

 

.111012154011 =++−=⋅⋅−  

 

2-й способ. Разложим данный определитель по элементам первой 

строки. Получим 

.
13

2
12

5
11

1

203

121

251

AAA ⋅+⋅+⋅=
−
−=∆  

Вычислим отдельно алгебраические дополнения ,11A ,
12

A .
13

A  

Имеем, 

,40122
20

1211
)1(

11
=⋅−⋅=⋅+−=A   

,1)1)3(2)1((
23

1121
)1(

12
−=⋅−−⋅−−=

−
−+−=A  

.62)3(0)1(
03

2131
)1(

13
=⋅−−⋅−=

−
−+−=A  

Таким образом, данный определитель равен 

 

.1162)1(541 =⋅+−⋅+⋅=∆

 
 

Аналогично, используя разложение определителя по элементам 

строки или столбца, можно вычислять определители 4-го и более вы-

соких порядков. 

 

 

1.3. Применение определителей к решению систем 

линейных алгебраических уравнений. Правило Крамера  

 

Литература: [1], гл. V, § 2 

[2], Т.1, § 4 

[9], гл. 2, § 2.2 
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Рассмотрим систему трех линейных алгебраических уравнений с 

тремя неизвестными: 









=++
=++
=++

,

,

,

3333231

2332221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

 

где ija  − коэффициенты при неизвестных; x, y, z − неизвестные, jb  − 

свободные члены уравнений (i, j = 1, 2, 3). 

Решением системы называется любая совокупность значений не-

известных, подстановка которых в каждое уравнение системы превра-

щает его в верное равенство (тождество). 

Система уравнений, имеющая хотя бы одно решение, называется 

совместной. 

Система уравнений, не имеющая ни одного решения, называется 

несовместной. 

Совместная система называется определенной, если она имеет 

только одно решение, и неопределенной, если у нее больше одного ре-

шения. 

Определителем системы (основным определителем) называется 

определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных. 

Правило Крамера:  

а) если определитель системы трех уравнений с тремя неизвест-

ными отличен от нуля, то эта система имеет единственное решение, 

которое вычисляется по формулам 

∆
∆

=
∆

∆
=

∆
∆

= 3,2,1 zyx , 

где ∆  − определитель системы, j∆  (j = 1, 2, 3) − определитель, отли-

чающийся от определителя системы тем, что в нем i-й столбец заменен 

столбцом свободных членов уравнений системы; 

б) если определитель системы 0=∆ , но хотя бы один из опреде-

лителей 0≠∆ j , то система решения не имеет (несовместна); 

в) если определитель системы  0=∆   и все определители  0=∆ j  

(j = 1, 2, 3), то система либо несовместна, либо имеет бесчисленное 

множество решений. 

Пример 4. Решить систему уравнений методом Крамера 








=−+
−=+−

=−+

.03

332

12

zyx

zyx

zyx

. 

Решение. Вычисляем определитель системы 
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.1

113

312

211

−=
−

−
−

=∆  

Так как 0≠∆ , то система имеет единственное решение. 

.1

013

312

111

3
,4

103

332

211

2
,1

110

313

211

1 −=−−=∆−=
−

−
−

=∆=
−

−−
−

=∆

 

Тогда 

.1
1

13
  ,4

1

42
  ,1

1

11 =
−

−
=

∆

∆
==

−
−

=
∆

∆
=−=

−
=

∆

∆
= zyx

 
 

Пример 5. Решить систему уравнений 




=−
=+−
.05

,1102

yx

yx

 
 

Решение. Определитель системы 01010
51

102
=−=

−
−

=∆ . 

 

Вычисляем определитель .05
50

101

1 ≠−=
−

=∆  

Так как 0=∆ , а 01 ≠∆ , система решений не имеет. 

 

 

1.4. Матричный способ решения систем 

линейных алгебраических уравнений 

 

Литература: [1]‚ гл. V‚ § 5 

[2]‚ Т.1, § 15 

[9]‚ гл. 2, § 2.4 

 

Квадратная матрица называется невырожденной, если ее опреде-

литель отличен от 0. В противном случае (т.е. когда определитель мат-

рицы равен 0) матрица называется вырожденной. 

Матрица 
1−A  называется обратной матрице A , если для нее 

выполняется условие 
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EAАAA =−⋅=⋅− 11
. 

где Е − единичная матрица того же порядка, что и матрица A . 

Для того чтобы матрица А имела обратную матрицу необходимо 

и достаточно, чтобы она была невырожденной. 

Пусть матрица А – матрица третьего порядка, определитель кото-

рой отличен от нуля ( 0≠∆ ) 



















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

А . 

Непосредственно можно проверить, что обратная матрица для 

данной А вычисляется по формуле: 

















⋅
∆

=−

332313

322212

31211111

AAA

AAA

ААА

A . 

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений третье-

го порядка: 









=++
=++
=++

.

,

,

3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

 

Построим следующие матрицы: 

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A , 













=

z

y

x

X , 

















=

3

2

1

b

b

b

B . 

Здесь А − основная матрица системы, X − матрица-столбец неиз-
вестных, В − матрица-столбец свободных членов уравнений системы. 

Тогда, используя операцию умножения матриц, данную систему 

можно представить в матричном виде 

.BXA =⋅  

Пусть 0≠∆ , тогда для матрицы A  существует обратная матрица 

1−A . 

Для нахождения элементов неизвестной матрицы X  умножим 

слева полученное матричное уравнение на матрицу 1−
А : 
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.11
BАХАА ⋅=⋅⋅ −−

 

Так как EАА =⋅−1
, а ХХE =⋅ , то получим .1

BАХ ⋅= −
 

 

Как оказалось, основная задача при решении систем матричным 

способом состоит в нахождении обратной матрицы. 

 

Пример 6. Найти обратную матрицу для данной матрицы А  

















−
=

231

111

532

А . 

Вначале убедимся, что эта матрица невырожденная. Для этого 

вычислим ее определитель: 

.09)2(31312511113531)2(12

231

111

532

≠=−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅=
−

=∆

 

Значит, для матрицы А  существует обратная матрица 
1−

А . 

Строим обратную матрицу 
1−

А . 

Находим алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

5
23

11
11 −=

−
=А , 21

23

53
21 =

−
−=А ,   2

11

53
31 −==А , 

3
21

11
12 =

−
−=A , 9

21

52
22 −=

−
=А , 3

11

52
32 =−=А , 

2
31

11
13 ==А ,       3

31

32
23 −=−=А ,      1

11

32
33 −==А . 

Тогда обратная матрица имеет вид: 















−−
−

−−
=−

132

393

2215

9

11
А . 

Используя матричное умножение, проверяем, выполняются ли 

равенства EАА =−⋅ 1  и 
1

А А E− ⋅ = : 
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.

100

010

001

900

090

009

9

1

132

393

2215

9

1

231

111

532
1

EАА =
















=
















=
















−−
−

−−
⋅
















−
=⋅ −

 

Равенство EАА =⋅−1  проверяем аналогично. 

 

 

1.5. Метод Гаусса 

решения систем линейных алгебраических уравнений 

 

Литература: [1]‚ гл. V‚ § 4 

[2]‚ Т.1, § 4 

[9]‚ гл. 2, § 2.3 

 

Основная идея метода Гаусса − последовательное исключение 

неизвестных. 

Решение системы линейных алгебраических уравнений методом 

Гаусса состоит из двух этапов. 

На первом этапе (прямой ход) система приводится к ступенчатому 

виду. 

На втором этапе (обратный ход) идет последовательное опреде-

ление неизвестных из ступенчатой системы. 

На практике удобнее работать не с системой, а с ее расширенной 

матрицей, которая получается добавлением к основной матрице 

столбца свободных членов системы. Выполняя элементарные преобра-

зования над строками этой матрицы, можно привести ее к ступенчато-

му виду. К элементарным преобразованиям относят сложение (вычи-

тание) двух строк, умножение на число каждого элемента строки, пе-

рестановку строк. 

Сущность метода Гаусса проиллюстрируем на примере решения 

системы из трех уравнений с тремя неизвестными. 

Пример 7. Решить методом Гаусса систему уравнений 







=−+
=++
=++

.532
,1023
,1432

zyx
zyx
zyx

 

Решение. Данной системе соответствует расширенная матрица 

















− 5

10

14

132

123

321

. 
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С помощью элементарных преобразований приведем ее к ступен-

чатому виду (прямой ход): 

 

















− 5

10

14

132

123

321

~
















−
−

−−
−−

23

32

14

710

840

321

~
















23

8

14

710

210

321

~
















15

8

14

500

210

321

~ 

~
















3

8

14

100

210

321

. 

Получили ступенчатую матрицу треугольного вида. Полученной 

матрице соответствует ступенчатая система уравнений: 







=
=+
=++

.3
,82
,1432

z
zy
zyx

 

Теперь осуществим обратный ход. Из последнего уравнения си-

стемы имеем 

3=z . 

Подставляя это значение во второе уравнение, находим 

232828 =⋅−=−= zy . 

Наконец, из первого уравнения, с учетом найденных значений y и 

z, получаем 

13322143214 =⋅−⋅−=−−= zyx . 

Итак, система имеет единственное решение: 

3,2,1 === zyx . 

Таким образом, если число уравнений в полученной ступенчатой 

системе равно числу неизвестных, то система имеет единственное ре-

шение. Все неизвестные в этом случае определяются последовательно, 

начиная с последнего. 

Если же число уравнений в ступенчатой системе меньше числа 

неизвестных ( nm < ), то система имеет бесконечное множество реше-

ний. В этом случае неизвестные x1, x2,…, xn могут быть выражены че-

рез mn −  остальные неизвестные. 

Система не имеет решений, если одно из уравнений имеет отлич-

ный от нуля свободный член, а все коэффициенты в левой части равны 

нулю, т. е. если при преобразованиях получаются уравнения вида 

,21 0...00 in bxxx =⋅++⋅+⋅  где 0≠ib , 

так как этому случаю соответствует появление в ступенчатой матрице 

строки вида             )0(0...00 ≠ibib . 
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2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

 

2.1. Векторы. Линейные операции над векторами 

 

Литература: [1]‚ гл.·І‚ § 1 

[2]‚ Т.1, § 5 

[9]‚ гл.·3‚ § 3.2 

 

В природе существует два рода величин: скалярные и векторные. 

Величины, которые полностью определяются своим численным значе-

нием, называются скалярными (температура, путь, масса, объем, элек-

трический заряд, работа и т.д.). Величины, для задания которых необ-

ходимо знать не только их численное значение, но и направление в 

пространстве, называются векторными (сила, действующая на тело, 

перемещение, скорость, ускорение, момент вращения и т.д.). 

Вектор − это направленный отрезок. Векторы обозначаются a  

или AB , где А  − начало вектора, B  − его конец. Длина вектора назы-

вается его модулем и обозначается a  или AB . 

Коллинеарные векторы − это векторы, направления которых сов-

падают или противоположны, что обозначают a b׀׀ . 

Компланарные векторы − это векторы, лежащие в параллельных 

плоскостях, в частности, в одной плоскости. 

Два вектора a  и b  называются равными, если они имеют одина-

ковую длину и одинаково направлены. Обозначают ba = . 

Рассмотрим линейные операции над векторами. 

Суммой векторов a  и b  называется вектор, идущий из начала 

вектора a  в конец вектора b  при условии, что начало вектора b  

находится в конце вектора a . 

Это правило называют правилом треугольника (рис. 2.1, а) или 

параллелограмма (рис. 2.1, б) сложения векторов. 
 

 
              а)                                                      б) 

Рис. 2.1 Сложение векторов 
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по правилу треугольника (а) и параллелограмма (б) 

Понятие суммы векторов позволяют ввести: 

1) операцию, обратную операции сложения, − разность векторов 

a  и b  как вектор c  такой, который в сумме с вектором b  дает вектор 

a  (рис. 2.2, а), 

2) сложение произвольного конечного числа векторов 

naaa +++ ...21  (правило многоугольника) (рис. 2.2, б). 

 

 
                  а)                                                                       б) 

Рис.2.2  Вычитание векторов (а) и 

сложение векторов по правилу многоугольника (б) 
 

Произведением вектора a  на число λ называется такой вектор 

b , который удовлетворяет условиям: 

а) ab ⋅λ= ; 

б) векторы a  и b  − сонаправленные, если число λ > 0, и проти-

воположно направленные, если λ < 0. 

Таким образом, из определения операции умножения вектора на 

число следует, что векторы a  и b = λ a  или сонаправленные или про-

тивоположно направленные, т.е. коллинеарные. 

 

 

2.2. Декартовы координаты. Способы задания вектора 

 

Литература: [1]‚ гл. I‚§§ 1, 2 

[2]‚ Т.1, § 5 

[9]‚ гл.·3‚ § 3.2 

 

Вектор b  называется линейной комбинацией векторов 1a , 2a ,…, 

na , если его можно представить в виде nnaaab λ++λ+λ= ...2211 , где 
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1λ , 2λ ,…, nλ  − некоторые числа. Это равенство называют также раз-

ложением вектора b  по векторам 1a , 2a ,…, na . 

Векторы 1a , 2a ,…, na  являются линейно зависимыми, если хотя 

бы один из них является линейной комбинацией остальных. Например, 

112211 ... −−λ++λ+λ= nnn aaaa . В противном случае (т.е. ни один из 

векторов 1a , 2a ,…, na  не может быть представлен в виде линейной 

комбинации остальных) векторы являются линейно независимыми. 

Пара векторов на плоскости является линейно зависимой тогда и 

только тогда, когда эти векторы коллинеарные. 

Тройка векторов в пространстве является линейно зависимой то-

гда и только тогда, когда эти векторы компланарны. 

Базисом на плоскости называется упорядоченная пара линейно 

независимых (т.е. неколлинеарных) векторов. Упорядоченная пара 

векторов означает, что указано, какой из этих векторов является пер-

вым, а какой вторым. 

Базисом в пространстве называется упорядоченная тройка линей-

но независимых (т.е. некомпланарных) векторов. 

В трехмерном пространстве широко применяется декартова (пря-

моугольная) система координат Oxyz с базисными векторами i , j , k . 

Эти векторы ортогональны (т.е. взаимно перпендикулярны) и норми-

рованы (т.е. имеют длину равную 1). Базис i , j , k  поэтому называ-

ется ортонормированным. 

Любой вектор a  в декартовой системе координат может быть 

единственным образом представлен в виде kajaiaa zyx ++= . Гео-

метрически координаты вектора xa( , ya , )za  являются его проекци-

ями на соответствующие координатные оси Ox, Oy и Oz. 

Длина (модуль) вектора определяется по формуле: 

222
zyx aaaa ++= , 

а направление вектора a  задается углами α, β, γ, образованными ими с 

координатными осями Ox, Oy и Oz. Косинусы этих углов (они называ-

ются направляющими косинусами вектора) определяются по форму-

лам: 

a

ax=αcos , 
a

ay=βcos , 
a

az=γcos . 

Направляющие косинусы связаны соотношением 

1coscoscos 222 =γ+β+α . 
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Если векторы a  и b  коллинеарные и сонаправленные, то их 

направляющие косинусы равны: 

b

b

a

a xx ==αcos , 
b

b

a

a yy ==βcos , 
b

b

a

a zz ==γcos . 

Откуда, введя обозначение ba :=λ , получим условия коллинеарно-

сти векторов a  и b : 

λ===
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
. 

Заметим, что если векторы a  и b  противоположно направлены, 

то в равенстве следует перед λ  поставить знак минус. 

Если вектор задается координатами своего начала ( )AAA zyxA ,,  

и конца ( )BBB zyxB ,, , то координаты вектора ABa =  равны разности 

соответствующих координат точек конца и начала вектора 

ABx xxa −= , ABy yya −= , ABz zza −= , 

при этом длина вектора определяется следующим образом 

( ) ( ) ( )222
ABABAB zzyyxxABa −+−+−== . 

При сложении векторов в прямоугольной системе координат их 

координаты складываются 

( )zzyyxx babababa +++=+ ,, . 

При умножении вектора на число координаты получаемого век-

тора умножаются на это число 

( )zyx aaaa λλλ=λ ,, . 

 

2.3. Деление отрезка в данном отношении 

 

Литература: [1]‚ гл. I‚ § 2 

[2]‚ Т.1, § 7 

 

Точка М делит отрезок АВ в отношении λ, если выполняется ра-

венство MBAM λ= . 

Если ( )MMM zyxM ,, , ( )AAA zyxA ,, , ( )BBB zyxB ,, , то 

λ+
λ+=

1

BA
M

xx
x , 

λ+
λ+=

1

BA
M

yy
y , 

λ+
λ+=

1

BA
M

zz
z . 
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Особый интерес представляет случай, когда точка М делит отре-

зок АВ пополам. Тогда λ =1 и координаты середины отрезка вычисля-

ются по формулам 

2

BA
M

xx
x

+= , 
2

BA
M

yy
y

+= , 
2

BA
M

zz
z

+= . 

Пример 8. Отрезок прямой с концами в точках А(3, 2) и В(12, 8) 

разделен на две равные части. Определить координаты середины от-

резка. 

Решение. 
 

 
 

Точка D − середина отрезка АВ. Поэтому 

2

1
7

2

123

2
=+=

+
= BA

D

xx
x , 5

2

82

2
=+=

+
= BA

D

yy
y . 

 

2.4. Скалярное произведение двух векторов 

 

Литература: [1]‚ гл. І‚ § 3 

[2]‚ § 6 

[9]‚ гл.·3‚ § 3.3 

 

Скалярным произведением двух векторов a  и b  называется чис-

ло, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла меж-

ду ними ϕ⋅⋅=⋅ cosbaba . Из этого определения следует, что 

0=⋅ba , если 0=a  или 0=b , или вектор a  перпендикулярен 

вектору b . 

Выражение скалярного произведения векторов ( )zyx aaaa ,,  и 

( )zyx bbbb ,,  в декартовых координатах имеет вид 

.zbzaybyaxbxaba ++=⋅  

То есть, скалярное произведение равно сумме произведений одноимен-

ных координат. 

Скалярное произведение векторов используется при решении ря-

да задач: 

1) нахождение угла между векторами a  и b : 

А B  D 
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222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba

++⋅++

++
=

⋅
⋅=α ; 

2) вычисление проекции одного вектора на направление другого 

вектора: 

222
zyx

zzyyxx
a

aaa

bababa

a

ba
bПр

++

++
=⋅= ; 

3) проверка перпендикулярности двух векторов: 

a b ׀   ⇔  0
2

cos =π⋅⋅=⋅ baba , т.е. 0=++ zbzaybyaxbxa ; 

4) вычисление работы постоянной силы ( )zyx FFFF ,,  вдоль 

прямолинейного участка пути (вектор перемещения ( )zyx ssss ,, ): 

zzyyxx sFsFsFsFA ⋅+⋅+⋅=⋅= . 

Пример 9. Даны векторы ( )2,1,1 −a  и ( )1,2,2 −b . Найти проек-

цию вектора bac −= 3  на направление вектора b . 

Решение. Вначале найдем координаты вектора c : 

( ) ( )5,1,1123),2()1(3,2133 −=−⋅−−−⋅−⋅=−= bac . 

Затем, используя скалярное произведение, вычислим проекцию 

вектора c  на направление вектора b : 

3
3

9

1)2(2

15)2()1(21

222222
==

+−+

⋅+−⋅−+⋅=
++

++
=⋅=

zyx

zzyyxx

b
bbb

bcbcbc

b

bc
cПр . 

Пример 10. Даны вершины треугольника А(3, 2, -3), В(5, 1, -1) и 

С(1, -2, 1). Найти внутренний угол при вершине А. 

Решение. Искомый угол φ есть угол между векторами АB 'и AC . 

Найдем координаты этих векторов: 

( ) ( )2,1,2)3(1,21,35 −=−−−−−=АB , 

( ) ( )4,4,2)3(1,22,31 −−=−−−−−=AC . 

Используя скалярное произведение, находим угол φ: 

9

4

63

8

4)4()2(2)1(2

42)4()1()2(2
cos

222222
=

⋅
=

+−+−⋅+−+

⋅+−⋅−+−⋅=
⋅
⋅=ϕ

ACAB

ACAB
, 

6363
9

4
arccos ′≈=ϕ o

. 
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2.5. Векторное произведение двух векторов 

 

Литература: [1]‚ гл. I‚ § 3 

[2]‚ Т.1, § 12 

[9]‚ гл.·3‚ § 3.4 

 

Векторным произведение вектора a  на вектор b  называется та-

кой вектор bac ×= , который удовлетворяет следующим условиям: 

1) модуль вектора c  равен произведению модулей векторов a  и 

b  на синус угла между ними 

ϕ⋅⋅= sinbac , 

т.е.  модуль  вектора  c   численно  равен  площади 

параллелограмма, построенного на векторах a  и b  

как на сторонах; 

2) вектор c  перпендикулярен векторам a  и b ; 

3) вектор c  направлен так, что с конца вектора c  кратчайший 

поворот от a  к b  виден происходящим против часовой стрелки. 

Из этого определения, в частности, следует: 

1) векторное произведение некоммутативно (не перестановочно), 

при этом )( abba ×−=× ; 

2) 0=×ba , если векторы a  и b  коллинеарные или по крайней 

мере один из сомножителей является нулевым вектором. 

Векторное произведение векторов a  и b  в декартовых коорди-

натах  

( ) ( ) ( ) =−+−−−=× kxbyaybxajxbzazbxaiybzazbyaba  

zbybxb

zayaxa

kji

k
ybxb

yaxa
j

zbxb
zaxa

i
zbyb

zaya
=+−= . 

Векторное произведение используется при решении ряда задач. 

Площадь параллелограмма, построенного на векторах a  и b  

равна модулю их векторного произведения baS ×= , а площадь тре-

угольника, построенного на векторах a  и b , равна baS ×⋅=
2

1
. 

Пример 11. Вычислить площадь параллелограмма, три вершины 

которого находятся в точках А(4, 3, 2), В(2, 3, 4) и С(1, 1, 1). 
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Решение. Данный параллелограмм построен на векторах 

( )2,0,2−== ABa  и ( )1,2,3 −−−== ACb . 

Его площадь равна модулю векторного произведения ba × . 

Находим векторное произведение 

kjikji

kji

ba 484
23

02

13

22

12

20

123

202 +−=
−−

−
+

−−
−

−
−−

=
−−−

−=× . 

Следовательно, площадь параллелограмма равна 

6496242)8(24 ==+−+=×= baS (ед2
). 

 

3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ 

 

3.1. Прямая на плоскости 

 

Литература: [1], гл. II, § 2, п. 1-3, 5, § 3, п. 1 

[3], гл. 16-20 

[9]‚ гл.·1‚ § 1.1 

 

В декартовой системе координат на плоскости каждая прямая 

определяется уравнением первой степени (иначе линейным уравнени-

ем) и каждое уравнение первой степени определяет прямую. 

В системе Oxy общее уравнение прямой − это уравнение вида 

0=++ DByAx . Частные случаи: 

1) 0=+ ByAx , т. е. 0≠A , 0≠B , 0=D  − прямая проходит через 
начало координат; 

2) 0=+ DBy , т.е. 0=A , 0≠B , 0≠D  − это уравнение преобра-

зуется к виду 
B

D
y −= , оно определяет прямую параллельную оси Оx; 

аналогично, уравнение 0=+ DAx или 
A

D
x −=  определяет прямую па-

раллельную оси Оy; 

3) 0=y  − прямая совпадает с осью Оx; аналогично, 0=x  − это 

уравнение прямой, совпадающей с осью Оy. 

Если в общем уравнении прямой 0≠B , то разделив его на B , 

получим уравнение вида bkxy += , которое называется уравнением 

прямой с угловым коэффициентом. В нем BDbBAk −=−=   , . 
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Коэффициент k называется 

угловым коэффициентом, так 

как он равен тангенсу угла 

наклона прямой к оси Оx (

α= tgk ). Свободный член 

уравнения b равен ординате 

точки пересечения прямой с 

осью Оy и называется величи-

ной смещения прямой вдоль 

оси Оy. 

Уравнение прямой, имеющей угловой коэффициент k и прохо-

дящей через точку ( )000 , yxM , имеет вид ( )00 xxkyy −=− . 

Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки 

( )111 , yxM  и ( )222 , yxM , имеет вид 
12

1

12

1

xx

xx

yy

yy

−
−=

−
−

. 

Уравнение прямой в отрезках 1=+
b

y

a

x
, где a и b − это величи-

ны отрезков, отсекаемых прямой от координатных осей, т. е. прямая 

проходит через точки )0,(1 aM и ),0(2 bM . 

Пусть прямые 1l  и 2l  заданы уравнениями с угловыми коэффи-

циентами 11 bxky +=  и 22 bxky += . Углом между прямой 1l  и пря-

мой 2l  называется наименьший угол, на который нужно повернуть 

прямую 1l  до ее совпадения с прямой 2l . Угол между прямыми 1l  и 

2l  определяется по формуле 

211

12

kk

kk
tg

⋅+
−

=ϕ  (угол φ – острый). 

Для параллельных прямых 0=ϕ  и 0=ϕtg . Поэтому условие па-

раллельности прямых – равенство их угловых коэффициентов 

.21 kk =  Условие перпендикулярности прямых 121 −=⋅ kk . 

 

3.2. Кривые второго порядка 

 

Литература: [1], гл. III, § 2, п. 1-3 

[3], гл. V, §§ 34-36 

[9], гл. 1, §§ 1.2-1.5 

 

Линии, которые определяются уравнением второй степени отно-

сительно текущих координат, называются линиями (кривыми) второго 

порядка. К линиям второго порядка относятся окружность, эллипс, 

гипербола и парабола. 

 

 

y=kx+b 

b 

O 
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Окружность ─ это геометрическое место точек плоскости, рав-

ноудаленных от данной точки, называемой центром окружности. 

Уравнение ( ) ( ) 22
0

2
0 Ryyxx =−+−  определяет окружность ра-

диуса R с центром в точке С(x0, y0). Если центр окружности совпадает 

с началом координат, то ее уравнение принимает вид 
222 Ryx =+ . 

Эллипс ─это геометрическое место точек плоскости, сумма рас-

стояний от каждой из которых до двух данных точек, называемых фо-

кусами, есть величина постоянная (обозначается 2a) и большая, чем 

расстояние между фокусами. 

Если фокусы эллипса находятся на 

оси Ox на равных расстояниях от начала 

координат в точках ( )0,1 cF −  и ( )0,2 cF , то 

каноническое уравнение эллипса имеет вид: 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
. 

Здесь a – большая, b – малая полуоси эллипса. Величины a, b и с связа-

ны соотношением 222
cab −= . 

Гипербола ─это геометрическое место точек плоскости, абсо-

лютная величина разности расстояний от каждой из которых до двух 

данных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная (обо-

значается 2a) и меньшая, чем расстояние между фокусами. 

Каноническое уравнение гиперболы с фокусами в точках ( )0,1 cF −  

и ( )0,2 cF  имеет вид: 

               1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
, 

где  a  –  действительная, b  –  мнимая 

полуоси гиперболы.  Величины  a, b и с 

связаны соотношением и 222
acb −= . 

Гипербола имеет две асимптоты xy
a

b±=  (прямая называется 

асимптотой гиперболы, если расстояние от про-

извольной точки М гиперболы до этой прямой 

стремится к нулю при неограниченном удалении 

точки М вдоль кривой от начала координат). 

Парабола ─это геометрическое место точек 

плоскости, равноудаленных от данной точки, 

называемой фокусом, и данной прямой, называ-

емой директрисой. 

M 

F1 F2 x 

y 

O 

x 

y 

O 

M 

F1 F2 

M 

F x 

y 

O 
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Если директрисой параболы является прямая 
2

p
x −=  (p>0), а фо-

кусом − точка 




 0,

2

p
F , где  p  –  параметр  параболы,  то каноническое 

уравнение параболы имеет вид: 

pxy 22 = . 

Пример 12. Путем параллельного переноса системы координат 

привести уравнение кривой 0191624 22 =−−−− yxyx  к канониче-

скому виду и построить кривую. 

Решение. Приведем уравнение кривой к каноническому виду. Для 

этого выделим вначале полные квадраты: 

( ) ( ) 01916444112 22 =−+++−−+− yyxx , ( ) ( ) 4241
22 =+−− yx . 

Разделив обе части уравнения на 4, получим 

( ) ( )
1

1

2

4

1
22

=+−− yx
. 

Сделаем замену 11 −= xx , 21 += yy . Тем самым мы выполним парал-

лельный перенос системы координат в точку О1, которая в «старой» 

системе координат Оxy имеет координаты (1, -2). 

В «новой» системе 

координат О1x1y1 уравне-

ние кривой имеет вид: 

1
12 2

2
1

2

2
1 =− yx

. 

Это каноническое урав-

нение гиперболы с дей-

ствительной полуосью 

a=2 и мнимой полуосью 

b=1 (рис. 3.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1 

x 

y 

x1 

y1 

O 

-2 
O1 

1 
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4. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

4.1. Плоскость в пространстве 
 

Литература: [1], гл. II, § 1, п. 2, 4, 5, § 3, п. 2, 4, 6 

[3], гл. 12, §§ 63-65 

[9]‚ гл.·3‚ § 3.6 

 

В декартовой системе координат в пространстве каждая плос-

кость определяется уравнением первой степени (линейным уравнени-

ем) и каждое уравнение первой степени определяет плоскость. 

Всякий не равный нулю вектор, перпендикулярный данной плос-

кости, называется нормальным вектором этой плоскости. 

Уравнение 0)0()0()0( =−+−+− zzCyyBxxA  определяет плос-

кость, проходящую через точку ( )0000 ,, zyxM , перпендикулярно 

вектору ( )CBAN ,, . Если раскрыть скобки в этом уравнении и ввести 

обозначение 000 CzByAxD −−−= , то получится общее уравнение 

плоскости 0=+++ DCzByAx . Коэффициенты А, В, С при неизвест-

ных в общем уравнении плоскости − это координаты вектора, перпен-

дикулярного этой плоскости. 

Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки 

),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM и ),,( 3333 zyxM  имеет вид: 

0

131313

121212

111
=

−−−
−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 

Составим уравнение плоскости, проходящей через три заданные 

точки )0,0,3(1M , )0,1,0(2M и )2,0,0(3M : 

0

203

013

3

=
−
−
− zyx

. 

Раскрыв определитель и выполнив пре-

образования, получим уравнение плоскости 

в отрезках 

1
213

=++
zyx

. 

Здесь 3, 1, 2 − отрезки, отсекаемые плоскостью от координатных осей. 

3 
1 

x 

O 

z 

y 

2 
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Угол между плоскостями 01111 =+++ DzCyBxA  и  

02222 =+++ DzCyBxA  − это угол между их нормальными вектора-

ми ( )1,1,11 CBAN  и ( )2,2,22 CBAN . Поэтому он может быть вычислен 

с помощью скалярного произведения векторов по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos

CBACBA

CCBBAA

NN

NN

++++

++
=

⋅

⋅
=ϕ . 

Очевидно, если две плоскости параллельны, то их нормальные 

векторы коллинеарные. Отсюда вытекает условие параллельности 

плоскостей: 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A == . 

Аналогично, условие перпендикулярности плоскостей − это 

равенство нулю скалярного произведения их нормальных векторов: 

0212121 =++ CCBBAA . 

Расстояние от точки ),,( 0000 zyxM  до плоскости 

0=+++ DCzByAx  вычисляется по формуле: 

222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= . 

 

4.2. Прямая в пространстве 

 

Литература: [1], гл. II, § 2, п. 3, 6, §3, п. 1 

[4], гл. 12, §§ 66-68 

[9]‚ гл.·3‚ § 3.7 

 

Прямая в пространстве рассматривается как линия пересечения 

двух плоскостей и поэтому может быть задана системой уравнений: 





=+++
=+++

.0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

Эта система уравнений называется общим уравнением прямой в про-

странстве. 

Параметрические уравнения прямой в пространстве (когда ко-

ординаты точек прямой задаются как функции одной и той же пере-

менной t, называемой параметром точки) имеют вид: 



37 









+=
+=
+=

.

,

,

0

0

0

ptzz

ntyy

mtxx

 

Здесь 0x , 0y , 0z  − координаты фиксированной точки 0M , через 
которую проходит прямая, m , n , p  − координаты направляющего 

вектора s  (любого вектора, параллельного прямой). 

Каноническое уравнение прямой в пространстве 

p

zz

n

yy

m

xx 000 −
=

−
=

−
 

это символическое уравнение, получаемое из параметрического ис-

ключением параметра t. 

Если прямая проходит через две заданные точки ),,( 1111 zyxM  и 

),,( 2222 zyxM , то в качестве ее направляющего вектора s  можно 

взять вектор ( )12,12,1221 zzyyxxMM −−− . Тогда уравнение пря-

мой, проходящей через две заданные точки, имеет вид 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−

. 

Угол между двумя прямыми определяется как угол между их 

направляющими векторами ( )
1111

,, pnms  и ( )
2222

,, pnms . Поэтому он 

может быть вычислен с помощью скалярного произведения векторов 

по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos

pnmpnm

ppnnmm

ss

ss

++++

++
=

⋅

⋅
=ϕ . 

Условия параллельности и перпендикулярности двух прямых 

определяются условиями коллинеарности и перпендикулярности их 

направляющих векторов: 

                                    
2

1

2

1

2

1

p

p

n

n

m

m ==       − условие параллельности, 

0212121 =++ ppnnmm − условие перпендикулярности. 
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4.3. Взаимное расположение прямой и плоскости в пространстве 
 

Литература: [9]‚ гл.·3‚ § 3.8 

 

Вопросы взаимного расположения плоскости 0=+++ DCzByAx   

и прямой 
p

zz

n

yy

m

xx 000 −=−=−
 сводятся, в основном, к установле-

нию взаимного расположения нормального вектора плоскости 

( )CBAN ,,  и направляющего вектора прямой ( )pnms ,, . 

Углом между прямой и плоскостью называется наименьший угол 

между прямой и ее проекцией на плоскость: 

222222

sin

pnmCBA

pCnBmA

sN

sN

++++

++=
⋅
⋅=ϕ . 

Условие параллельности прямой и плоскости определяется 

условием перпендикулярности векторов N  и s : 

0=++ pCnBmA . 

Условие перпендикулярности прямой и плоскости определяется 

условием параллельности векторов N  и s : 

p

C

n

B

m

A == . 

Пример 13. Составить уравнение прямой, проходящей через точ-

ку )4,2,1(−M  перпендикулярно плоскости 01062 =+−+ zyx . 

Решение. Так как искомая прямая пер-

пендикулярна заданной плоскости, то нор-

мальный вектор N  плоскости одновременно 

служит направляющим вектором s  прямой, 

т.е. )61,,(2 −= Ns . 

Подставляя в каноническое уравнение 

прямой координаты точки M и направляю-

щего вектора s , получим  

6

4
 

1

2
  

2

1

−
−=−=+ zyx

. 

 

 

 

 

 

 

M 
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5. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

 

5.1 Понятие функции 

 

Литература: [7], гл. I, §§ 1-9 

[9], гл. 4, § 4.1 

 

Переменная величина y называется функцией переменной вели-

чины x, если каждому элементу x из некоторого числового множества 

D соответствует вполне определенное значение y из другого множе-

ства E. Величина x называется аргументом или независимой перемен-

ной, а множество D − областью определения функции. Множество E 

называется множеством значений функции. Функция )(xfy =  может 

быть задана таблицей, графически, аналитически. Графиком функции 

)(xfy =  называется множество точек плоскости Oxy, координаты ко-

торых удовлетворяют уравнению )(xfy = . 

Основными элементарными функциями называются следую-

щие аналитически заданные функции: 

1) степенная функция 
α= xy , где α  − действительное число; 

2) показательная функция 
xay = , 0>a , 1≠a ; 

3) логарифмическая функция xy alog= , 0>a , 1≠a ; 

4) тригонометрические функции xy sin= , xy cos= , tgxy = , ctgxy = ; 

5) обратные тригонометрические функции  arcsin xy = ,  arccos xy = , 

, arctgxy =  arcctgxy = . 

Сложные функции или суперпозиции функций − это элемен-

тарные функции, аргумент которых в свою очередь представляет со-

бой функции. Этот аргумент называется промежуточной функцией. 

Например, 
5sin xy = . Здесь аргументом тригонометрической 

функции uy sin=  является степенная функция 5
xu = . 

Элементарными функциями называются функции, полученные 

из основных элементарных функций посредством конечного числа 

арифметических действий (сложения, вычитания, умножения, деле-

ния) и имеющих конечное число суперпозиций. 

Например, 93cos5)4sin(7 35 +−+= xxxy  или )87lg( −= xy . 

Элементарные функции задаются одной формулой. 

Пример неэлементарной функции 







≥+
<−=

0 если ),13sin(

0 если  ,42

xx

xx
y . 
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5.2. Числовые последовательности и их пределы 

 

Литература: [7], гл. 2, § 1 

[9], гл. 4, § 4.2 

 

Числовой последовательностью называется функция, аргумен-

том которой являются натуральные числа (1, 2, 3, 4,…). Каждое из 
значений такой функции называется членом числовой последователь-

ности. Последовательность обозначается { }nx , где )(nfxn =  − общий 

(n-й) член последовательности. 

Число A  называется пределом числовой последовательности, 

если для любого сколь угодно малого положительного числа ε суще-

ствует такой член последовательности с номером N, что неравенство 

ε<− Axn  выполняется для всех членов последовательности, у кото-

рых номер Nn > . Обозначение Axn
n

=
∞→

lim  или Axn →  при ∞→n . 

Геометрический смысл предела числовой последовательности: 

если число A  − предел числовой последовательности, то начиная с 

некоторого номера N все члены этой последовательности принимают 

значение в промежутке ),( ε+ε− AA  (такой  промежуток  называется 

ε-окрестностью точки A ). 

Число a называется пределом переменной величины x, если для 

любого сколь угодно малого положительного числа ε найдется такое 

,x′  что для всех xx ′>  выполняется неравенство ε<− ax , то есть 

последовательность представляет собой переменную величину, значе-

ния которой пронумерованы. 

В частности, из определения предела переменной следуют свой-

ства: 

1) если переменная имеет предел, то он единственный; 

2) предел постоянной величины равен этой постоянной. 

 

5.3. Предел функции 

 

Литература: [7], гл. 2, § 2 

[9], гл. 4, § 4.4 

 

Пусть функция f (x) определена в некоторой окрестности точки x0. 

В самой этой точке функция может быть определена или не определе-

на. Число A  называется пределом функции при x → x0, если для лю-

бого сколь угодно малого положительного числа ε существует поло-

жительное число δ такое, что неравенство ( ) ε<− Axf  выполняется 
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для всех x, удовлетворяющих условию δ<− 0xx . Обозначение 

( ) Axf
xx

=
→ 0

lim . 

Геометрический смысл предела функции в точке: если число A  

предел числовой последовательности, то для любой ε-окрестности 

точки A  найдется δ-окрестность точки x0 такая, что для всех x≠.x0 из 
этой δ-окрестности соответствующие значения функции f (x) попадают 

в ε-окрестность точки A  (точки графика функции y = f (x) лежат внут-

ри полосы, ограниченной прямыми y =А + ε и y =А – ε). 

Если неравенство ( ) ε<− Axf  выполняется лишь при всех x та-

ких, что 0xx >  и δ<− 0xx , то число A  называется пределом функ-

ции при x → x0 справа (обозначается ( ) Axf
xx

=
+→ 00

lim ). Если неравен-

ство ( ) ε<− Axf  выполняется при 0xx <  и δ<− xx0 , то A  − предел 

функции при x → x0 слева ( ( ) Axf
xx

=
−→ 00

lim ). 

Число A  называется пределом функции при x → ∞, если для 

любого сколь угодно малого положительного числа ε существует по-

ложительное число М такое, что неравенство ε<− Axf (  выполняется 

для всех x, удовлетворяющих условию Mx > . Обозначение 

( ) Axf
x

=
∞→

lim . 

Сформулируем основные свойства пределов. 

 

Теорема 1. Предел постоянной функции при x → x0 равен этой 

постоянной: CC
xx

=
→ 0

lim . 

Теорема 2. Предел алгебраической суммы конечного числа 

функций при x → x0 существует и равен алгебраической сумме преде-

лов этих функций при x → x0. Для двух функций: 

( ) ( )( ) ( ) ( )xfxfxfxf
xxxxxx

2121
000

limlimlim
→→→

±=± . 

Теорема 3.  Предел произведения конечного числа функций при 

x → x0  существует и равен произведению пределов этих функций при 

x → x0. Для двух функций: 

( ) ( )( ) ( ) ( )xfxfxfxf
xxxxxx

2121
000

limlimlim
→→→

⋅=⋅ . 

Теорема 4. Предел частного двух функций при x → x0 существует 

и равен частному пределов этих функций при x → x0, причем предел 

делителя (знаменателя) не равен 0: 
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( )
( )

( )
( ) ( ) 








≠=

→
→

→

→
0lim

lim

lim

lim 2
2

1

2

1

0

0

0

0

xf
xf

xf

xf

xf

xx
xx

xx

xx
. 

 

 

5.4. Раскрытие некоторых неопределенностей 

 

Литература: [7], гл. 2 

[9], гл. 4, § 4.4 

 

Раскрытие неопределенности вида 








0

0
 продемонстрируем на 

примере. 

Пример 14. Вычислить 
2

34
lim

2

2

1 −−
++

−→ xx

xx

x
. 

Решение. Непосредственная подстановка значения x = -1 показы-

вает наличие неопределенности вида 








0

0
. Определив корни числите-

ля и знаменателя и разложив их на множители, после сокращения вы-

числяем значение предела: 

( )( )
( )( ) ( ) ( ) 3

2

21

31

2

3
lim

12

13
lim

2

34
lim

112

2

1
−=

−−
+−=

−
+=

+−
++=

−−
++

−→−→−→ x

x

xx

xx

xx

xx

xxx

. 

Другой случай наличия неопределенности вида 








0

0
 связан с 

наличием иррациональной функции. 

 

Пример 15. Вычислить 
1

lim
2

1 −
−

→ x

xx

x
. 

Решение. Здесь неопределенность вида 








0

0
. Для ее раскрытия 

умножим числитель и знаменатель на сопряженные выражения: 
2 2 2

21 1

( )( )( 1)
lim lim

1 ( 1)( 1)( )x x

x x x x x x x

x x x x x→ →

− − + += =
− − + +

 

4 2

2 21 1

( )( 1) ( 1)( 1)( 1)
lim lim

( 1)( ) ( 1)( )x x

x x x x x x x x

x x x x x x→ →

− + − + + += = =
− + − +
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2

21

( 1)( 1) 1 (1 1 1) (1 1)
lim 3

1 1( )x

x x x x

x x→

+ + + ⋅ + + ⋅ += = =
++

 

Раскрытие неопределенности вида 








∞
∞

. Один из распростра-

ненных случаев, когда встречается эта неопределенность, это предел 

отношения при x → ∞. Для раскрытия неопределенности в этом случае 

нужно числитель и знаменатель дроби разделить на x
k
, где k − 

наибольший из показателей степеней числителя и знаменателя. 

Пример 16. Вычислить 
32

3

31

31
lim

xx

xx

x ++
−+

∞→
. 

Решение.  

.1
3

3

3
11

3
11

lim

3
11

3
11

lim
31

31
lim

3

23

3

3

3

23

32

3

−=−=







 ++








 −+
=








 ++








 −+
=









∞
∞=

++
−+

∞→∞→∞→

xx

xx

x
xx

x
xx

xx

xx

xxx

 

Пример 17. Вычислить 
13

5
lim

2

4

+−
−

∞→ xx

xx

x
. 

Решение. 

.
0

1

131

5
1

lim
131

5
1

lim
13

5
lim

432

3

4

432

4

3

2

4

∞==







 +−








 −
=








 +−








 −
=









∞
∞=

+−
−

∞→∞→∞→

xxx

x

x
xxx

x
x

xx

xx

xxx

 

Пример 18. Вычислить 
13

lim
24

3

+−
+

∞→ xx

xx

x
. 

Решение. 

.0
1

0

13
1

11

lim
13

1

11

lim
13

lim

42

3

4

42

4

3

24

3

==







 +−








 +
=








 +−








 +
=









∞
∞=

+−
+

∞→∞→∞→

xx

xx

x
xx

x
xx

xx

xx

xxx

 

Можно сделать важный для практики вывод: предел отношения 

многочленов при x → ∞ равен: 

а) нулю, если степень многочлена числителя меньше степени 

многочлена знаменателя; 

б) отношению коэффициентов при старших степенях x, если сте-

пень многочлена числителя равна степени многочлена знаменателя; 
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в) бесконечности, если степень многочлена числителя больше 

степени многочлена знаменателя. 

 

5.5. Стандартные пределы 

 

Литература: [7], гл. 2, §§ 6, 7. 

[9], гл. 4, § 4.5 

 

Первый стандартный предел имеет вид 1
0

0sin
lim

0
=







=

→ x

x

x
 и 

встречается при вычислении пределов выражений, содержащих триго-

нометрические функции.  

Пример 19. Вычислить 
x

xtg

x 5sin

2
lim

0→
. 

Решение. 

( ) .
5

2

5sin

5

2

2sin

5

2

25sin52cos

22sin5

5sin2cos

2sin

0000
limlimlim

5sin

2
lim =⋅=

⋅⋅⋅
⋅⋅

== 







→→→→ x

x

x

x

xxx

xx

xx

x

xxxx x

xtg

 

Пример 20. Вычислить ( )ctgxx
x

⋅
→0

lim . 

Решение. Здесь неопределенность вида { }∞⋅0 , но наличие триго-

нометрической функции свидетельствует, что этот случай можно све-

сти к неопределенности вида 








0

0
 и, в конечном счете, к первому 

стандартному пределу. 

( ) { } =






 ⋅===∞⋅=⋅
→→→→

x
x

x

xtg

x

xtg

x
xctgx

xxxx
3cos

3sin

3
lim

3

1

3

3
lim

3

1

3
lim03lim

0000
 

3

1
1

3

1

3sin

3
lim

3

1

0
=⋅==

→ x

x

x
. 

Второй стандартный предел имеет вид { } e
x

x

x
==







 + ∞
∞→

1
1

1lim , 

( ) { } ,11lim
1

0
ex

x

x
==+ ∞

→
 

где e  − иррациональное число (число Эйле-

ра, e =2,718281…).  

. 

Пример 21. Вычислить 

12

2

1
lim

−

∞→









−
+ x

x x

x
. 

Решение. 
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{ }==








−
+=









−
+−=









−
+ ∞

−

∞→

−

∞→

−

∞→
1

2

3
1lim

2

32
lim

2

1
lim

121212 x

x

x

x

x

x xx

x

x

x

 

.
2

3
1lim 62

)12(3
lim

)12(
2

3

3

2

ee
x

x

x

x
xx

x

x ==























−
+= −

−
−

−−

∞→

∞→
 

 

5.6. Непрерывность функций. Точки разрыва и их классификация 

 

Литература: [5], гл. 2, §§ 9, 10. 

[9], гл. 4, § 4.7 

 

Пусть функция f (x) определена в точке x0 и некоторой ее окрест-

ности. 

Функция f (x) называется непрерывной в точке x0, если суще-

ствует предел этой функции при x → x0, который равен значению 

функции в этой точке, т.е. ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. 

Если обозначить x = x0 + ∆x, где ∆x − приращение аргумента, то 

∆y = f (x) − f (x0) есть приращение функции в точке x0 и из определения 

непрерывности следует, что ( ) ( )( ) 0limlim
0

0
0

=∆=−
→∆→

yxfxf
xxx

. Поэтому 

можно дать другое определение непрерывности функции. 

Функция f (x) называется непрерывной в точке x0, если беско-

нечно малому приращению аргумента ∆x соответствует бесконечно 

малое приращение функции ∆y. 

Так как предел функции ( ) Axf
xx

=
→ 0

lim  существует, если суще-

ствуют пределы этой функции при x → x0 слева и справа и эти пределы 

равны между собой и равны A , то функция f (x) будет непрерывной в 

точке x0, если существуют ее односторонние пределы при x → x0 слева 

и справа, которые равны между собой и равны значению функции в 

этой точке, т.е. ( ) ( ) ( )0
00 00

limlim xfxfxf
xxxx

==
+→−→

. 

Функция f (x) называется непрерывной на промежутке, если она 

непрерывна в каждой точке этого промежутка. 

Элементарные функции непрерывны во всей области их 

определения. 

Если функция не является непрерывной в некоторой точке, она 

называется разрывной в этой точке. В зависимости от того, какое 
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условие непрерывности нарушается, различают следующие типы то-

чек разрыва: 

1) если существуют конечные односторонние пределы при x → x0 

слева и справа, то эта точка называется точкой конечного разрыва или 

точкой разрыва первого рода; 

2) если существуют конечные односторонние пределы при x → x0 

слева и справа, которые равны между собой, а значение функции в 

точке x = x0  не определено, то эта точка называется точкой устрани-

мого  разрыва; 

3) если хотя бы один из односторонних пределов при x → x0 слева 

или справа, равен бесконечности или не существует, то эта точка 

называется точкой бесконечного разрыва или точкой разрыва второго 

рода. 

Пример 22. Исследовать на непрерывность функцию 3

1

−= xey . 

Решение. Это элементарная функция. Значит, она непрерывна в 

своей области определения, т.е. при всех x, кроме точки x0 = 3. Вычис-

лим пределы заданной функции при x → 3 слева и справа: 

0
11

lim 3
1

03
=

∞+
=== ∞+

∞−
−→

−

e
ee x

x
, +∞== ∞+

+→
− ee x

x

3
1

03
lim . 

Один из односторонних пределов равен бесконечности. Следова-

тельно, x0 = 3 – точка разрыва функции второго рода (точка беско-

нечного разрыва). 

Пример 23. Исследовать на непрерывность функцию 

.0

,0

,sin

,1
)(

>
<





=
x

x

x
xf  

Решение. Эта функция не является элементарной. Она непрерыв-

на на промежутках (-∞; 0) и (0; +∞). Непрерывность может нарушаться 

в точке x = 0. Исследуем эту точку: 

,11lim)(lim
0000

==
−→−→ xx

xf
 

.0sinlim)(lim
0000

==
+→+→

xxf
xx

 

 

Оба предела конечные, следовательно, точка x = 0 есть точка 

разрыва первого рода.  
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6. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

 

6.1. Приращение аргумента и приращение функции. 

Определение производной 

 

Литература: [7], Т.1,  гл. III, V 

[9], Ч.1, гл. 5, § 5.1 

 

Пусть дана функция y = f (x). Рассмотрим два значения ее аргу-

мента: исходное x0 и новое x. 

Разность ∆ x = x − x0 называется приращением аргумента x в точке 

x0. Разность соответствующих значений функции называется прираще-

нием функции в точке x0: ∆ y = f (x) − f (x0) = f (x0+∆ x) − f (x) (рис. 6.1). 
 

 
Рис. 6.1. Приращение аргумента ∆ x и приращение функции ∆ y в точке x0 

 

Производной функции y = f (x) в точке x0 называется предел от-

ношения приращения функции ∆ y в этой точке к вызвавшему его при-

ращению аргумента ∆ x при произвольном стремлении ∆ x к нулю. 

Производная функции y = f (x) в точке x0 обозначается символом 

( )0xf ′ . 

Итак, по определению,  

( ) ( ) ( )
x

xfxxf

x

y
xf

xx ∆
−∆+

=
∆
∆=′

→∆→∆
00

00
limlim . 

Для одной и той же функции f (x) производную можно вычислить 

в различных точках. Если производная вычисляется в произвольной 

точке x некоторого интервала, на котором задана функция y = f (x), то 

( ) ( ) ( )
x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+

=′
→∆

0

0
lim  

х 

y=f (x) 

х0 х 

y 

∆ х 
O 

f (x0) 

f (x) 

∆y 
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Наряду с обозначением ( )xf ′  для производной функции употреб-

ляются и другие обозначения, например: y′ , xy′ , ( )( ) xxf
′

. 

Функция y = f (x), имеющая производную в точке x0, называется 

дифференцируемой в этой точке. 

Функция  y = f (x)  называется  дифференцируемой  в  интервале 

(a; b), если она дифференцируема в каждой точке этого интервала. 

Связь между дифференцируемостью и непрерывностью функции 

устанавливает следующая теорема: если функция y = f (x) дифференци-

руема в точке x0, то она в этой точке непрерывна. 

Обратное утверждение неверно: существуют непрерывные функ-

ции, которые в некоторых точках не являются дифференцируемыми 

(например, функция ,y x=  в точке 0x =  является непрерывной, но 

не является дифференцируемой). 

 

6.2. Механический и геометрический смысл производной. 

Уравнения касательной и нормали к кривой 

 

Пусть функция )(tss =  описывает закон движения материальной 

точки по прямой. 

Отношение 
t

s

∆
∆

 выражает среднюю скорость срv  за время 

0ttt −=∆ , а предел отношения 
t

s

∆
∆

 при 0→∆ t  определяет мгновен-

ную скорость в момент времени 0t : 

( ) ( ) ( ) ( )0
00

00
0 limlim ts

t

tstts

t

s
tv

tt
′=

∆
−∆+

=
∆
∆=

→∆→∆
. 

Таким образом, скорость v прямолинейного движения материаль-

ной точки в момент времени t есть производная от пути s (t) по време-

ни t: ( ) tstv ′= . В этом заключается механический смысл производной. 
 

Касательной к кривой в точке М0(x0, y0) называется прямая, явля-

ющаяся предельным положением секущей М0М1, когда точка М1 секу-

щей, перемещаясь по кривой, стремится к точке М0. 

Угловой коэффициент касательной к графику функции в точке с 

абсциссой x0 равен значению производной этой функции в точке x0: 

( )0xfkкасат ′= . В этом заключается геометрический смысл производ-

ной. 
 

Уравнения касательной и нормали к кривой. 
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Касательной к графику функции y = f (x) в некоторой его точке 

М0(x0, y0), где y0 = f (x0), является прямая, проходящая через точку М0 и 

имеющая угловой коэффициент касатk , равный ( )0xf ′ . 

Уравнение касательной к графику функции y = f (x) в точке (x0, y0) 

имеет вид: ( ) ( )000 xxxfyy −⋅′=− . 

В частном случае, если ( ) 00 =′ xf  уравнение касательной примет 

вид 0yy = , т.е. касательная параллельна оси Ох, если же ( ) ∞=′ 0xf , 

то уравнение касательной запишется в виде 0xx = , т.е. касательная 

параллельна оси Оу. 

Нормалью к кривой называется прямая, проходящая через точку 

касания перпендикулярно касательной (рис. 6.3). 

Так как угловой коэф-

фициент нормали нормk  

связан с угловым коэф-

фициентом касательной 

касатk  условием перпенди-

кулярности 

1−=⋅ касатнорм kk , 

то 

( )0

11

xfk
k

касат
норм ′

−=−=

. 

Тогда  уравнение  нормали  к  графику  функции  y = f (x)  в  точке 

(x0, y0) имеет вид: 

( ) ( )0
0

0
1

xx
xf

yy −⋅
′

−=− . 

 

 

6.3. Основные правила дифференцирования 

 

Теорема 1. Если функции ( )xuu =  и )(xvv =  дифференцируемы в 

данной точке, то в той же точке дифференцируема и их сумма, причем 

производная суммы равна сумме производных слагаемых: 

vuvu ′±′=′± )( . 

Формула обобщается на случай любого конечного числа слагае-

мых. 

Теорема 2. Если функции ( )xuu =  и )(xvv =  дифференцируемы в 

данной точке х, то в этой же точке дифференцируемо и их произведе-

ние, при этом: 

Рис. 
6.3 

М0 

касатель-
нормаль 

y = f (x) 
нормаль 
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vuvuvu ′⋅±⋅′=′⋅ )( . 

Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак про-

изводной: 

ucuc ′⋅=′⋅ )( , где constc = . 

Теорема 3. Если в данной точке х функции ( )xuu =  и )(xvv =  

дифференцируемы и 0≠v , то в той же точке дифференцируемо и их 

частное, причем 

2v

vuvu

v

u ′⋅−⋅′
=

′








. 

 

 

6.4. Производная сложной функции 

 

Если )(ufy =  и )(xu ϕ= , то ))(( ufy ϕ=  есть сложная функция 

независимого аргумента x с промежуточным аргументом u. 

Теорема. Если )(xu ϕ=  имеет производную xu′  в точке x, а 

функция )(ufy =  имеет производную uy′  в соответствующей точке u, 

то сложная функция ))(( ufy ϕ=  в данной точке x имеет производную 

xy′ , которая находится по следующей формуле xux uyy ′⋅′=′ . 

Часто пользуются следующей формулировкой этой теоремы: 

производная сложной функции равна произведению производной 

внешней функции по промежуточному аргументу на производную 

внутренней функции по независимому аргументу. 

Сложная функция может быть составлена не из двух функций, а 

из большого их числа. В таких случаях теорема применяется последо-

вательно несколько раз. 
В частности, если функция )(xfy =  такова, что )(ufy = , 

)(vu ϕ= , )(xv ψ= , то производная xy′  находится по формуле 

xvux vuyy ′⋅′⋅′=′ . 

 

6.5. Производные основных элементарных функций. 

Таблица производных 

 

Используя определение производной, можно найти производные 

основных элементарных функций. 

1. Производная степенной функции 

.,)(
1

Rkkxx
kk ∈=′ −

. 

 

2. Производная показательной функции  
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.1,0,ln)( ≠>=′ aaaaa
xx

 

В частности, .)(
xx

ee =′
 

 

3. Производная логарифмической функции  

.1,0,
ln

1
)(log ≠>=′ aa

ax
xa  

В частности, .
1

)(ln
x

x =′
 

 
4. Производные тригонометрических функций  

,cos)(sin xx =′  ,sin)(cos xx −=′
 

,
cos

1
)(

2 x
tgx =′

  
.

sin

1
)(

2 x
ctgx −=′

 

 

5. Производные обратных тригонометрических функций  

,)(arccos
1

1
)(arcsin

2
′−=

−
=′ x

x
x  

.)(
1

1
)(

2
′−=

+
=′ arcctgx

x
arctgx  

 

6.6. Производная функции, заданной неявно. 

Производная функции, заданной параметрически 

 

Литература: [9], Ч.1, гл. 5, § 5.2 

 

Функция )(xfy = , ),( bax ∈  неявно задана уравнением 

0),( =yxF , если для всех ),( bax ∈  выполняется тождество 

0))(,( ≡xfxF . Для нахождения производной функции )(xfy =  сле-

дует имеющееся тождество продифференцировать по х, учитывая, что 

)(xfy = , а затем полученное уравнение разрешить относительно 

( )xf ′  

Пример 24. Найти производную функции )(xyy = , заданной не-

явно уравнением .014
3 =+−− xyy
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Решение. Дифференцируем по х обе части равенства, рассматри-

вая у как функцию от х:
 

0143
2 =−′−′ yyy , откуда .

43

1
2 −

=′
y

y  

 

Если функция )(xyy =  задана параметрически 




=
=

)(

)(

tyy

txx
, то ее 

производная xy′  по переменной x  вычисляется по формуле 
tx

ty
xy

′
′

=′ . 

Пример 25. Найти xy′ , если функция )(xyy =  задана параметри-

чески 





=
=

.2cos)(

sin)(

tty

ttx
 

Решение. Вначале находим производные от )(tyy =  и )(txx =  по 

переменной t : ,cos)(sin ttx tt =′=′ .2sin2)2(cos tty tt −=′=′  То-

гда производная от y  по x  равна .
sin4

1

2sin2

cos

tt

t

x

y
y

t

t

x −=−=
′
′

=′   

 

6.7. Производные высших порядков 

 

Литература: [9], Ч.1, гл. 5, § 5.4 

 

Производной  второго  порядка  (второй производной)  функции  

y = f (x) называется производная от ее производной. 

Вторая производная обозначается y ′′  или )(xf ′′ . 

Аналогично, производной третьего порядка функции y = f (x) 

называется производная от производной второго порядка: )( ′′′=′′′ yy . 

Вообще, производная n-го порядка от функции y = f (x) называется 

производная от производной (n-1)-го порядка: ( )′= − )1()( nn yy . 

Производные высших порядков (вторая, третья и т.д.) вычисляют-

ся последовательным дифференцированием данной функции. 

Пример 26. 

Найти y ′′ , если .2sin
24 x

exxxy −+=  

Решение. Применяя последовательно правила дифференцирова-

ния суммы и произведения, а также правило дифференцирования 

сложной функции, найдем первую производную заданной функции: 

.22cos22sin4 23 xexxxxy −++=′  
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Дифференцируя первую производную, найдем вторую производ-

ную заданной функции:  

=−−++=′′ xexxxxxy 22 42sin42cos22cos212

.42sin42cos412 22 xexxxx −−+=  

6.8. Дифференциал функции 

 

Литература: [9], Ч.1, гл. 5, §§ 5.3, 5.4 

 

Пусть функция y = f (x) дифференцируема на отрезке [a‚ b]. Про-

изводная этой функции в некоторой точке x отрезка [a‚ b] определяет-

ся равенством )(lim
0

xf
x

y

x
′=

∆
∆

→∆
. 

Тогда дифференциал функции равен произведению ее производ-

ной на дифференциал аргумента: dxydy ⋅′= , где .dxx =∆  

Геометрически дифференциал представляет собой приращение 

ординаты касательной к графику функции в точке ),( yxM  (рис. 6.4). 

 
Рис. 6.4 

Основные свойства дифференциала: 

1) 0=dc , где constc = ; 

2) ducucd ⋅=⋅ )( ; 

3) dvduvud ±=± )( ; 

4) duvdvuvud ⋅+⋅=⋅ )( ; 

5) )0(,
2

≠⋅−⋅=







v

v

dvuduv

v

u
d ; 

6) duufudf )()( ′= . 

Последнее свойство называется свойством инвариантности фор-

мы первого дифференциала, здесь u ─ не независимая переменная, а 

дифференцируемая функция. 

y 

∆y 

x x 

M 

N 

α 

dy 

∆x 

О x+∆x 

f (x) 

f (x+∆x) 

y = f (x) 
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6.9. Возрастание и убывание функции. 

Нахождение интервалов монотонности функции 

 

Литература: [9], Ч.1, гл. 6, § 6.2 

 

Функция y = f (x) называется возрастающей в интервале (а‚ b), ес-

ли большему значению аргумента соответствует большее значение 

функции, т.е. для любых x1 и x2 из интервала (а‚ b) таких, что x2 > x1, 

выполняется неравенство f (x2) > f (x1) (рис. 6.5, а). Функция y = f (x) 

называется неубывающей, если f (x2) ≥ f (x1). 

Функция y = f (x) называется убывающей в интервале (а‚ b), если 

большему значению аргумента (x2 > x1) соответствует меньшее значе-

ние функции (f (x2) < f (x1)) (рис. 6.5, б). Функция y = f (x) называется 

невозрастающей, если f (x2) ≤ f (x1). 

Интервалы возрастания и убывания функции называются интер-

валами монотонности. 

 

Рис. 6.5. Графики возрастающей (а) и убывающей (б) 

в интервале (а‚ b) функций 
 

Достаточный признак возрастания (убывания) функции: если 

дифференцируемая в интервале (а‚ b) функция имеет положительную 

(отрицательную) производную для всех x∈ (а‚ b), то она возрастает 

(убывает) в этом интервале. 

Пример 27. Найти интервалы монотонности функции 

.7
3

3

+−= x
x

y  

Решение. Функция определена на всей числовой оси: 

),()( ∞+−∞=yD . Находим производную заданной функции: 

).1)(1(12 +−=−=′ xxxy  

Знаки производной определяем методом интервалов: 
 

а 

x a b x1 x2 

f (x2) 

y=f (x) 

y 

O 

f (x2) 

x a b x1 x2 

f (x2) 
y=f (x) 

y 

O 

f (x2) 

б 
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Таким образом, функция убывает на интервале (-1, 1) и возрастает 

на (-∞, 1) ∪  (1, +∞). 

 

6.10. Максимумы и минимумы функции. 

Нахождение экстремумов функции 

 

Литература: [7], Т.1, гл. V, § 3 

[9], Ч.1, гл. 6, § 6.3 

 

Точка  x0  называется  точкой  максимума  (минимума)  функции  

y = f (x), если существует такая окрестность точки x0, что для всех x ≠ x0 

из этой окрестности выполняется неравенство f (x) < f (x0) (f (x) > f (x0)). 

Точки максимума и минимума функции называются точками 

экстремума функции, а значения функции в этих точках ─ экстрему-

мами (максимумами и минимумами) функции. 

Необходимый признак существования экстремума функции: если 

непрерывная функция имеет в точке x0 экстремум, то ее производная в 

этой точке либо равна нулю, либо не существует. 

Внутренние точки области определения функции, в которых про-

изводная функции равна нулю или не существует, называются крити-

ческими. 

Первый достаточный признак существования экстремума: если 

непрерывная функция y = f (x) дифференцируема в некоторой окрест-

ности точки x0 при переходе через эту точку (слева направо) производ-

ная )(xf ′  меняет свой знак с плюса на минус, то x0 является точкой 

максимума, если знак меняется с минуса на плюс, то точка x0 ─ точка 

минимума. Если знак производной не меняется, то x0 не является точ-

кой экстремума. 

Пример 28. Найти точки экстремума функции 

.223 +−−= xxxy  

Решение. Область определения функции: ),()( ∞+−∞=yD . 

Находим производную функции: 123 2 −−=′ xxy . 

Находим критические точки: 0=′y  при 
3

1
1 −=x  и 12 =x . Кри-

тические точки 
3

1
1 −=x  и 12 =x

 
разбивают область определения 

функции на интервалы (-∞, -1/3), (-1/3, 1) и (1, +∞). 

Определяем знаки производной на каждом из интервалов: 

1 x 

+ − 

-1 

+ 
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В критической точке 
3

1
1 −=x  производная меняет знак с «+» на 

«-». Значит, функция имеет в точке 
3

1
1 −=x  максимум. В критиче-

ской точке 12 =x  знак производной меняется с «-» на «+». Следова-

тельно, 12 =x  является точкой минимума функции. 

 

 

6.11. Нахождение промежутков выпуклости и вогнутости кривой. 

Точки перегиба 

 

Литература: [7], Т.1,  гл. V, § 9 

[9], Ч.1, гл. 6, § 6.4 

 

Кривая называется выпуклой в интервале (а‚b), если все точки 

кривой лежат не выше любой ее касательной в этом интервале. Кривая 

называется вогнутой в интервале (а‚b), если ее точки лежат не ниже 

любой ее касательной в этом интервале (рис. 6.6). 

Для нахождения интервалов выпуклости и вогнутости  использу-

ется вторая производная функции. 

Теорема (достаточный признак выпуклости (вогнутости) кривой): 

если во всех точках некоторого интервала вторая производная функ-

ции y = f (x) отрицательна (положительна), то кривая, описываемая 

уравнением y = f (x), в этом интервале выпуклая (вогнутая). 

 
Рис. 6.6 

 

1 x 

+ − 

-1/3 

+ 

min max 

a 

y 

b x 

выпуклая 

кривая 

О О 

вогнутая 

кривая 

a 

y 

b x 



57 

Точка кривой М0(x0, f (x0)), отделяющая выпуклую ее часть от во-

гнутой, называется точкой перегиба. 

Теорема (достаточный признак существования точки перегиба): 

если в точке x0 вторая производная функции y = f (x) равна нулю или не 

существует и при переходе через эту точку )(xf ′′  меняет знак, то точ-

ка с абсциссой x = x0 является точкой перегиба графика функции. 

Пример 29. Найти точки перегиба, интервалы выпуклости и во-

гнутости кривой 
2

ln
2x

xxy −= . 

Решение. Область определения функции: ).,0()( +∞=yD . Нахо-

дим первую и вторую производные функции: 

xxy −+=′ 1ln , 1
1 −=′′
x

y . 

Обе производные существуют при ).( yDx ∈  Приравняв вторую 

производную к нулю, находим: 1=x ,  а точка  не входит в об-

ласть определения функции  

Таким образом точка 1=x
 
разбивает область определения функ-

ции на интервалы (0, 1) и (1, +∞). 

Составим таблицу знаков второй производной и поведения функ-

ции: 
 

x (0, 1) 1 (1, +∞) 

y ′′  + 0 ─ 

 

y 
∪ 

вогнутая 2

1−  
∩ 

выпуклая 

 

Знак второй производной меняется в точке 1=x . Значит, точка 

кривой 






 −
2

1
,1P  является точкой перегиба. Слева от этой точки кри-

вая вогнута (выпукла вниз) (так как ), справа ─ выпукла (выпук-

ла вверх) (так как ). 

Итак, интервал вогнутости (0, 1), интервал выпуклости (1, +∞). 

 

 

 

 

 

 

 

0=x

)(yD

0>′′y

0<′′y
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6.12. Асимптоты кривой 

 

Литература: [7], Т.1, гл. V, § 10 

[9], Ч.1, гл. 6, § 6.5 

 

Прямая называется асимптотой кривой y = f (x), если расстояние 

от точки М кривой до этой прямой стремится к нулю при удалении 

точки М вдоль кривой в бесконечность от начала координат (рис. 6.7). 
 

 
Рис. 6.7 

 

Различают вертикальные и наклонные асимптоты. Вертикальная 

асимптота имеет уравнение вида x = x0 и является прямой, параллель-

ной оси Оy. Наклонная асимптота имеет уравнение вида y = k x + b. В 

частном случае при k = 0 асимптота называется горизонтальной, так 

как ее уравнение y = b есть прямая, параллельная оси Ох. 
 

Вертикальные асимптоты. 

Пусть дана кривая y = f (x). Для 

нахождения вертикальной асимптоты 

этой кривой находят точки ее беско-

нечного разрыва (точки разрыва вто-

рого рода). 

Если, например, 

( ) +∞=
−→

xf
xx 00

lim  и ( ) −∞=
+→

xf
xx 00

lim , 

то прямая x = x0 ─ вертикальная 

асимптота кривой y = f (x) (рис. 6.8). 
 

Наклонные и горизонтальные асимптоты. 

Пусть задана кривая y = f (x). Для нахождения наклонной асимп-

тоты, уравнение которой y = k x + b, находят коэффициенты k и b, вы-

числяя пределы: 
( )
x

xf
k

x ±∞→
= lim , ( )( )xkxfb

x
−=

±∞→
lim . Эти пределы 

вычисляются отдельно для случаев +∞→x  и −∞→x . Если хотя бы 

один из пределов для вычисления k и b равен ∞ или не существует, то 

кривая наклонных и горизонтальных асимптот не имеет. 

y 

x 

y = f (x) 

асимпт. 

M 

О 

 x 

 

y 

x0 О 

а
с
и
м
п
т
о
т
а

 

y = f (x) 

Рис.6.8 
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В частном случае, когда k = 0, а b ─ конечное число, кривая имеет 

горизонтальную асимптоту, уравнение которой y = b. 

Пример 30. Найти асимптоты кривой 
1

2 2

−
=

x

x
y  

Решение. Функция 
1

2 2

−
=

x

x
y  определена на всем множестве 

действительных чисел R, кроме точки x = 1. Определим характер раз-
рыва, для чего вычислим пределы функции при x → 1 слева и справа: 

,
1

2
lim

2

01
−∞=

−−→ x

x

x            
.

1

2
lim

2

01
+∞=

−+→ x

x

x
 

Так как предел справа и предел слева бесконечны, то x = 1 являет-

ся точкой разрыва второго рода, и, следовательно, кривая имеет верти-

кальную асимптоту x = 1. 

Определим, имеет ли кривая наклонную или горизонтальную 

асимптоту. Для этого вычисляем соответствующие пределы: 

,2
1

2
lim

)(
lim =

−
==

±∞→±∞→ x

x

x

xf
k

xx  

 ( ) .2
1

2
lim2

1

2
lim)(lim

2

=
−

=







−

−
=−=

±∞→±∞→±∞→ x

x
x

x

x
kxxfb

xxx  

Уравнение асимптоты bkxy += принимает вид .22 += xy  

 

 

6.13. Схема полного исследования функции 

и построение ее графика 

 

Литература: [7], Т.1, гл. V, § 11 

[9], Ч.1, гл. 6, § 6.6 

 

1. Находим область определения функции. 

2. Устанавливаем четность, нечетность функции, периодичность. 

Находим характерные точки, например, точки пересечения с осями 

координат. 

3. Находим точки разрыва функции, определяем их характер. При 

наличии точек разрыва второго рода (точек бесконечного разрыва) 

устанавливаем наличие вертикальных асимптот графика функции. 

4. Находим производную функции, критические точки, проме-

жутки монотонности, точки экстремума и значения функции в этих 

точках. 



60 

5. Находим вторую производную функции, интервалы выпукло-

сти и вогнутости кривой и точки перегиба графика функции. 

6. Устанавливаем наличие у исследуемой кривой наклонных и го-

ризонтальных асимптот. 

7. По полученным данным строим график функции. 

Замечание. Если функция является четной или нечетной, то ис-

следование проводят не на всей числовой оси, а на промежутке [0, +∞). 

Затем график продолжают симметрично относительно оси ординат на 

промежуток (-∞, 0), если функция четная, и относительно центра си-

стемы координат, если функция нечетная. 

Если функция периодическая, то ее график строят для одного пе-

риода, а затем периодически продолжают на всю числовую ось. 

Пример 31. Провести полное исследование функции 
4

2
2

3

−
=

x

x
y  и 

построить ее график. 

Решение.  

1. Функция определена и непрерывна на всей числовой оси, кроме 

точек x = ± 2. 

2. Функция нечетная, так как для нее выполняется условие 

)()( xfxf −=− . Поэтому достаточно провести исследование на про-

межутке [0, +∞). 

3. В промежутке [0, +∞) имеется одна точка разрыва x = 2. Иссле-

дуем характер точки разрыва, для чего вычислим следующие пределы: 

−∞=
−

=
−→−→ 4

2
lim)(lim

2

3

0202 x

x
xf

xx
, +∞=

−
=

−→+→ 4

2
lim)(lim

2

3

0202 x

x
xf

xx
 

Так как односторонние пределы бесконечные, то прямая x = 2 яв-

ляется вертикальной асимптотой. 

4. Находим первую производную: 

22

2

22

22

22

422

)2()2(

)32)(32(2

)4(

)12(2

)4(

4)4(6

−−
+−=

−
−=

−
−−=′

xx

xxx

x

xx

x

xxx
y . 

Находим критические точки на промежутке [0, +∞): 01 =x , 

46,3322 ≈=x . В точке 23 =x  производная не существует, но эта 

точка не является критической, так как функция в ней не определена. 

5. Находим вторую производную: 

33

2

32

2

)2()2(

)12(16

)4(

)12(16

+−
+=

−
+=′′

xx

xx

x

xx
y . 

Вторая производная на промежутке [0, +∞) обращается в ноль в 

точке x1 = 0 и не существует в точке x3 = 2, которая не входит в область 

определения функции. 

По полученным данным строим таблицу: 
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x 0 (0, 2) 2 (2, 32 ) 32  ),32( ∞+  

y′  0 − Не существует – 0 + 

y ′′  0 − Не существует + + + 

y 0 
 

Не существует 
 min 

36  

 

 

В первой строке таблицы указаны интервалы, на которые крити-

ческие точки и точки, где вторая производная равна нулю или не су-

ществует, разбивают промежуток [0, +∞). Во второй строке указан 

знак первой производной в этих интервалах, в третьей − знак второй 

производной. В четвертой строке условно изображено возрастание или 

убывание функции на промежутке (по знаку первой производной), и 

выпуклость или вогнутость кривой (по знаку второй производной). 

6. Ищем наклонную асимптоту: 

( )
2

4

2
lim

)4(

2
limlim

2

2

2

3

=
−

=
−

==
+∞→+∞→+∞→ x

x

xx

x

x

xf
k

xxx
, 

( )( ) 0
4

8
lim2

4

2
limlim

22

3

=
−

=













−

−
=−=

+∞→+∞→+∞→ x

x
x

x

x
xkxfb

xxx
. 

Кривая на промежутке [0, +∞) имеет наклонную асимптоту xy 2= . 

Строим вертикальную x = 2 и наклонную y = 2x асимптоты, а за-

тем по данным таблицы строим график исследуемой функции на про-

межутке [0, +∞), который затем продолжаем на промежуток (-∞, 0) 

симметрично относительно центра системы координат (рис. 6.9). 
 

 
Рис. 6.9 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 

Контрольная работа № 1 

«Линейная алгебра. Векторная алгебра. Аналитическая геометрия. 

Введение в математический анализ. Производная» 

 

Задание 1. Дана система трех линейных уравнений с тремя неизвест-

ными. Найти ее решение: а) по формулам Крамера; б) методом Гаусса. 

1.1. 

2 3 5 4;

2 5;

4 5 2.

x y z

x y z

x y z

+ − = −
 − + =
 + − =

  1.6. 

3 3 1;

2 6 2;

3 7 5.

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + = −
 − + =

 

1.2. 

2 4 7;

5 2 8;

3 3.

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + =
 − + =

   1.7. 

3 2 2;

2 2 2;

4 3 1.

x y z

x y z

x y z

+ + =
 − + = −
 + − =

 

1.3. 

2 3 9;

2 2;

3 2 2 7.

x y z

x y z

x y z

+ + =
 − + = −
 + + =

   1.8. 

2 3 14;

6;

2 2.

x y z

x y z

x y z

+ + =
 + + =
 + − =

 

1.4. 

2 7;

3 2 4;

2 1.

x y z

x y z

x y z

+ + =
− − + =
 + − = −

  1.9. 

2 3 1;

5 2 0;

2 3.

x y z

x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − + =

 

1.5. 

4 2 6 10;

2 1;

3 3 2 3.

x y z

y z

x y z

+ − =
 − =
 − − =

  1.10. 

2 3 9;

2 3;

2 2.

x y z

x y z

x z

+ − =
 − + =
 + =

 

 

Задание 2. Найти матрицу, обратную к данной. Правильность вычис-

ления обратной матрицы проверить, используя матричное умножение. 

2.1. 

1 2 2

0 1 2

1 3 4

 
 − 
 
 

   2.6. 

2 2 1

2 1 2

1 2 2

− 
 − 
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2.2. 

1 3 2

1 2 1

1 1 1

 
 − 
 − 

   2.7. 

2 1 1

5 2 4

7 3 2

− 
 
 
 
 

     

2.3. 

2 5 7

6 3 4

5 2 3

 
 
 
 − − 

   2.8. 

0 1 3

3 1 2

2 1 4

− 
 
 
 − − 

 

 

2.4. 

1 0 2

2 1 1

1 3 1

 
 − 
 − 

   2.9. 

1 1 1

1 2 3

1 3 6

 
 
 
 
 

 

 

2.5. 

1 2 4

3 3 5

2 4 4

 
 
 
 
 

   2.10. 

3 4 2

2 1 0

2 3 0

− 
 − 
 
   

 

Задание 3. Даны координаты вершин треугольника Р1, Р2, Р3. Найти: 

а) уравнение медианы, проведённой к стороне Р1Р2; 

б) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины Р1. 

3.1. 1 2 3(2;4), ( 3;1), P (4;0).P P −  3.6. 1 2 3( 1;2), (3;2),P (0;4).P P−  

3.2. 1 2 3(1;2), (3;4),P ( 1;3).P P −  3.7. 1 2 3( 1;1), (3;0),P (0;2).P P−  

3.3. 1 2 3(3;0), (2; 2), P (1;3).P P −  3.8. 1 2 3( 2;1), (4;1), P (3;2).P P−  

3.4. 1 2 3( 3;2), (2;1),P ( 1;3).P P− −  3.9. 1 2 3( 1;1), (2;3),P ( 1;3).P P− −  

3.5. 1 2 3( 3;1), (2; 3),P (4;0).P P− −  3.10. 1 2 3(0; 3), ( 1;2),P (3;4).P P− −  

 

Задание 4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4. Найти: 

а) длину ребра А2А4; 

б) угол между ребрами А1А2 и А1А4; 

в) площадь грани А1А2А3; 

г) уравнение плоскости, проходящей через вершину А4 параллельно 

основанию А1А2А3; 

д) уравнение высоты, опущенной из вершины А4 на основание А1А2А3. 

 



64 

4.1. 1 2 3 4(0;1;2), ( 1;0;1), (1; 1; 1), (2;0;1).A A A A− − −   

4.2. 1 2 3 4(2;0;1), ( 1;1;0), (0; 1; 2), (1;1;0).A A A A− − −  

4.3. 1 2 3 4(1;2;0), (0;1;1), (0;1;2), (0;1; 1).A A A A −  

4.4. 1 2 3 4( 1;0;2), (1; 2;0), (1; 1;0), (0;1;1).A A A A− − −  

4.5. 1 2 3 4(0;2; 1), (0;1; 1), ( 1;0;1), ( 1;0;2).A A A A− − − −  

4.6. 1 2 3 4(2; 1;0), (1;1;0), ( 1;2;0), (1; 1;1).A A A A− − −  

4.7. 1 2 3 4(1;1;0), (2; 1;0), (0;1; 1), (0;1; 2).A A A A− − −  

4.8. 1 2 3 4(0;1;1), (1; 1;0), (1;0;2), ( 1; 1;0).A A A A− − −  

4.9. 1 2 3 4( 1;1;0), ( 1; 1;1), (0; 1;1), (1;0;2).A A A A− − − −  

4.10. 1 2 3 4( 1;0;1), (1; 1; 2), (1; 1;0), (1;0; 1).A A A A− − − − −  

 

Задание 5. Определить тип кривой, найти полуоси, фокусы. Нарисо-

вать схематический рисунок. 

5.1. 
2 2

4 9 36x y+ =    5.6. 
2 2

16 36 576x y− =  

5.2. 
2 2

16 25 400x y− =   5.7. 
2 2

4 25 100x y+ =  

5.3. 
2 2

4 16 64x y+ =    5.8. 
2 2

9 81 729x y− =  

5.4. 
2 2

9 16 144x y− =    5.9. 
2 2

9 16 144x y+ =  

5.5. 
2 2

9 81 729x y+ =    5.10. 
2 2

9 25 225x y− =  

 

Задание 6. Найти пределы (не пользуясь правилом Лопиталя). 

6.1.   а) 

4 3

5 4

2 1
lim ;

3 10 1x

x x x

x x x→∞

+ + +
+ + −

  б) 

 

2

21

3

3 14 5
lim ;

9 1x

x x

x→

+ −
−

 

        в) 
3

1 2
lim ;

4 1 5x

x

x→−

− −
− −

  г) 

2 4
3 3

lim .
3 5

x

x

x

x

+

→∞

+ 
 + 

 

6.2.   а) 

3

2 3

5 13
lim ;

8 3 2x

x x

x x→∞

− −
− +

  б) 

 

2

23

2 15
lim ;

4 3x

x x

x x→

− + +
− +
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        в) 
24

2
lim ;

6 8x

x

x x→

−
− +

  г) 

3
1 4

lim .
5 4

x

x

x

x

−

→∞

− 
 − 

 

6.3.   а) 

5 4

4

2 2 3
lim ;

8 2 5x

x x x

x x→∞

+ − +
− +

  б) 

 

2

22

3 2 8
lim ;

2x

x x

x x→−

+ −
+ −

 

        в) 

2

21

3 2
lim ;

1x

x

x→

+ −
−

  г) 

2
3 1

lim .
3 5

x

x

x

x→∞

− 
 + 

 

6.4.   а) 

3 4

3 2

3
lim ;

8 1x

x x

x x→∞

+
+ +

  б) 

 

2

22

2 5 2
lim ;

4x

x x

x→

− +
−

 

        в) 
3

3 7 2 10
lim ;

4 13 22x

x x

x x→

+ − +
+ − +

 г) 

3 1
2 1

lim .
2 7

x

x

x

x

+

→∞

+ 
 − 

 

6.5.   а) 

3 4 2

4

3 10
lim ;

3 8 18x

x x x

x x→∞

− − +
+ +

 б) 

 

2

22

2 5 2
lim ;

9 14x

x x

x x→

− +
− +

 

        в) 
0

1 1
lim ;

2x

x

x→

+ −
   г) 

3
5 2

lim .
3 5

x

x

x

x

−

→∞

− 
 + 

 

6.6.   а) 

3

4 2

8 1
lim ;

8 2 5x

x

x x→∞

−
+ +

  б) 

 

2

22

2 5 2
lim ;

6x

x x

x x→−

+ +
− −

 

        в) 
2

1 1
lim ;

2x

x

x→

− −
−

   г) 

2 3
1 3

lim .
5 3

x

x

x

x

−

→∞

− 
 − 

 

6.7.   а) 

3

3 2

3 7 15
lim ;

4 2 1x

x x

x x→∞

+ −
+ +

  б) 

 

2

22

4
lim ;

5 3 14x

x

x x→

−
− −

 

        в) 
23

2 4
lim ;

12x

x x

x x→

− − −
+ −

  г) 

3 2
3 1

lim .
3 2

x

x

x

x

+

→∞

− 
 + 

 

6.8.   а) 

5 4

4

2 2 3
lim ;

8 2 5x

x x x

x x→∞

+ − +
− +

  б) 

 

2

22

3 2 8
lim ;

2x

x x

x x→−

+ −
+ −

 

        в) 

2

4

2 8
lim ;

12 4x

x x

x x→−

+ −
+ − −

  г) 

1 4
2 5

lim .
2 5

x

x

x

x

−

→∞

− 
 + 
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6.9.   а) 

4

4 2 5

2 10
lim ;

2 5x

x x

x x x→∞

− +
+ −

  б) 

 

2

21

2

2 3 2
lim ;

4 1x

x x

x→−

− −
−

 

        в) 
1

3 2
lim ;

1x

x

x→

+ −
−

  г) 

1 3
1 5

lim .
3 5

x

x

x

x

−

→∞

+ 
 + 

 

6.10.   а) 

4

3 2

3 8
lim ;

2 3 4 10x

x

x x x→∞

+
+ − −

 б) 

 

2

21

1
lim ;

5 6x

x

x x→−

−
− −

 

        в) 

2

3

2 21
lim ;

10 4x

x x

x x→−

− −
+ − −

  г) 

1 7
2

lim .
4

x

x

x

x

+

→∞

+ 
 − 

 

 

Задание 7. Найти производную xy ′  от заданной функции: 

 

7.1. 
а) 

4 3
y x x x= − − ;  б) 

2

3 5

( 3)

x
y

x

−=
−

; 

 в) 3 sin8
x

y x= ⋅ ; г) 






−=

=

.67

;3

ty

tarctgx
 

7.2. а) 
3 2

2 3 1y x x= − + ; б) 

22 3

1

x
y

x

+=
+

; 

 в) 2 ln
x

y x= ⋅ ; г) 




=
=

.

;5ln
3ty

tx
. 

7.3. а) 
5 4

5y x x= + − ; б) 
sin

1

x
y

x
=

+
; 

 в) 2 cos8
x

y x= ⋅ ; г) 






−=
=

.2

;ln
2

1

tctgy

tgtx
 

7.4. а) 
2

3 2y x= + ; б) 

3 2 1

2 1

x x
y

x

+ +=
−

; 

 в) 4 2 lny tg x x= ⋅ ; г) 






=

=

.sin4

;3

ty

tgtx

 

7.5. а) 
5 2x

y x e= + ; б) 

22 3 1

1

x x
y

x

− +=
+

; 
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 в) 2 5lny ctg x x= ⋅ ; г) 






=
=

.sinln

;cos
2

ty

tx
 

7.6. а) 
5

5 3 1y x x= + − ; б) 
3

sin

3

x
y

x x
=

−
; 

 в) 
2

3y tg x x= ⋅ ; г) 






=
=

− .

;
2

t

t

ey

ex
 

7.7. а) 
4

5 2 5y x x= − + ; б) 
2 1

x
y

x
=

−
; 

 в) cos lny x x= ⋅ ; г) 






=

=

.2sinln

;2

ty

tctgx

 

7.8. а) 
4

2 8y x x= + − ; б) 

3 1
x

x
y

e

+= ;  

 в) ln 4y x tg x= ⋅ ; г) 




−=
=

.2

;
3

2

tty

tx
 

7.9. а) 
3

2

1
2y x

x
= + ; б) 

3 2x
y

x

+= ; 

 

 

 

в) sin ln
3

x
y x= ⋅ ; г) 







=
=

.sin2

;cos2

ty

tx
 

7.10.         а) ;            б) ; 

                 в) ;         г)  

 

Задание 8. Найти производную xxy ′′  от заданной функции:  

8.1. xxy 3ln
2= .   8.6. . 

8.2. 
2

(1 )y x tgx= + .   8.7. . 

8.3. 
2x

y x e= ⋅ .    8.8. . 

2

3 4
y

x x
= +

3

2

10

2

x
y

x

−=
+

sin 5
x

y e x= ⋅






=
=

.

;ln
3

5

ty

tx

xxy 3sin=

)1ln( 2
xy +=

(3 2) lny x x= + ⋅
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8.4. ( )2 5 ln 2y x x= − .   8.9. . 

8.5. ( 2)
x

y x e= − ⋅ .   8.10 . 

 

Задание 9. Провести полное исследование функции 

2a x
y

x b
=

+
, а   

именно: 

    а)  найти область определения функции; 

    б)  найти точки пересечения графика функции с координатными 

осями; 

    в)  исследовать функцию на чётность, нечётность; 

    г)  исследовать функцию на непрерывность, определить характер 

точек разрыва;  

    д)  исследовать функцию на наличие асимптот; 

    е) исследовать функцию на экстремумы; 

    ж)  исследовать функцию на выпуклость, вогнутость, наличие точек 

перегиба; 

   з) построить график функции. 

9.1. .1,2 == ba    9.6. .1,2 −== ba  

9.2. .2,1 == ba    9.7. .3,1 == ba  

9.3. .1,2 =−= ba    9.8. .1,3 == ba  

9.4. .2,1 =−= ba    9.9. .3,1 =−= ba  

9.5. .2,1 −=−= ba    9.10. .3,1 −=−= ba  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 5x
y x e= ⋅

)4(ln2 += xy
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ОБРАЗЕЦ РЕШЕНИЯ ТИПОВОГО ЗАДАНИЯ 

КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1 

 

Задание 1. Дана система трех линейных уравнений с тремя неизвест-

ными. Найти ее решение: а) по формулам Крамера; б) методом Гаусса. 

 

3 6 12;

3 2 5 10;

2 5 3 6.

x y z

x y z

x y z

+ − =
 + + = −
 + − =

 

 

а) Решение. Вычисляем определитель системы 

.40)3(33551)6(22532)6(53)3(21

352

523

61 3

−=−⋅⋅−⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅+−⋅⋅+−⋅⋅=
−

−
=∆

 

Так как 0≠∆ , то система имеет единственное решение. Найдем 

:
3

,
2

,
1

∆∆∆  

,0)3(3)10(5512)6(26

536)6(5)10()3(212

356

5210

612

1

3

=−⋅⋅−−⋅⋅−−⋅⋅−
−⋅⋅+−⋅⋅−+−⋅⋅

=
−

−
−

=∆  

,0)3(312561)10()6(2

5122)6(63)3()10(1

362

5103

61

2

12

=−⋅⋅−⋅⋅−−⋅−⋅−
−⋅⋅+−⋅⋅+−⋅−⋅

=
−

−
−

=∆

.80633)10(511222

)10(321253621

652

1023

121

3

3

=⋅⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅−
−−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅

=−=∆  

Тогда 

.2
40

803
  ,0

40

02
  ,0

40

01 −=
−

=
∆

∆
==

−
=

∆

∆
==

−
=

∆

∆
= zyx

 
 

Ответ: .2  ,0  ,0 −=== zyx  
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б) Решение. Данной системе соответствует расширенная матрица 
















−

−

−

6

10

12

352

523

631

. 

Приведем ее к ступенчатому виду: 

















−
−

−
−

−

18

46

12

910

2370

631

~

















−
−−

−

80

46

12

4000

2370

631

~

















−
−−

−

2

46

12

100

2370

631

. 

 

Получили ступенчатую матрицу треугольного вида: число ее 

ненулевых строк равно числу неизвестных. Следовательно, система 

имеет только одно решение. Полученной матрице соответствует сту-

пенчатая система уравнений: 









−=

−=+−

=−+

.2

,46237

,1263

z

zy

zyx

 

Из последнего уравнения системы имеем 

2−=z . 

Подставляя это значение во второе уравнение, находим .0=y

Наконец, из первого уравнения, с учетом найденных значений y и z, 

получаем  .0=x  

Итак, система имеет единственное решение: 

.2,0,0 −=== zyx  

 

Ответ: .2  ,0  ,0 −=== zyx  

 

 

Задание 2. Найти матрицу, обратную к данной. Правильность вычис-

ления обратной матрицы проверить, используя матричное умножение. 

 

3 2 2

1 3 1 .

5 3 4

A

 
 =  
 
 

 

 

Решение. Вначале убедимся, что эта матрица невырожденная. Для 

этого вычислим ее определитель: 



71 

.05421313532125231433

435

131

223

≠=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆  

Значит, для матрицы А  существует обратная матрица 
1−

А . 

Строим обратную матрицу 
1−

А . 

 

Находим алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

 

9312
43

13
11 =−==А ,              1)54(

45

11
12 =−−=−=А ,   

12153
35

31
13 −=−==А ,        2)68(

43

22
21 −=−−=−=A , 

21012
45

23
22 =−==А ,        1)109(

35

23
23

=−−=−=А , 

462
13

22
31 −=−==А ,           1)23(

11

23
32 −=−−=−=А ,       

.729
31

23
33 =−==А . 

 

Обратная матрица имеет вид 















−
−
−−

=−

7112

121

429

5

11
А . 

Используя матричное умножение, проверяем, выполняются ли 

равенства EАА =−⋅ 1  и EАА =⋅−
.

1 : 
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=⋅=⋅
































−
−
−−

−

435

131

223

7112

121

429

5

11
AА

.

100

010

001

500

050

005

5

1

5

1

281242132435136

422362523

162181261820227

E====












































++−++−++−
−+−+−+
−−−−−−

 

 

Ответ: 
.

71

5

12

5

121

5

429

1

55

55

55





















 −

−

−

−

=−
А

 

 

 

Задание 3. Даны координаты вершин треугольника Р1, Р2, Р3. Найти: 

а) уравнение медианы, проведённой к стороне Р1Р2; 

б) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины Р1. 

1 2 3(0;1), (6;5),P (12; 1).P P −
 

 

Решение. Точка M – середина стороны P1P2. Найдем ее координаты

,3
2

60

2

21 =+=
+

= PP

M

xx
x

.3
2

51

2

21 =+=
+

= PP

M

yy
y  

Составим уравнение медианы P3M: 

.
3

1
4

9

4

312

3

3)1(

3
+−=⇒

−

−
=

−−

−
xy

xy

 

Составим уравнение прямой P2P3:  

.011,11
612
6

5)1(

5 =−++−=⇒−
−=−−

−
yxxy

xy

 

Угловой коэффициент прямой P2P3 равен 1
32

−=PPk . Прямая P1D 

перпендикулярна прямой P2P3, следовательно,  

.1

32

1

1

=−=
PP

kDP
k . 

P1 

P3 

P2 

D 

M 
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Высота P1D, уравнение которой нужно составить, проходит через точ-

ку 1(0;1)P и имеет угловой коэффициент 1
1

=DPk . Поэтому ее урав-

нение имеет вид .1+= xy
 

Найдем длину высоты P1D как расстояние от точки P1 до пря-

мой P2P3. Обозначим d длину высоты P1D  и  воспользуемся формулой 

,
22

00

BA

CByAx
d

+

++
=  

где A, B – координаты нормального вектора прямой P2P3, (x0, y0) - ко-

ординаты точки P1. 

Таким образом, подставляя в эту формулу соответствующие 

значения, получим 

10 11 11 12
6 2

1 1 2
d

⋅ + ⋅ +
= = =

+
 

Ответ: а) ,
3
14

9
4 +−= xy .) 11, 6 2б y x= − +  

 

Задание 4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4. Найти: 

а) длину ребра А2А4; 

б) угол между ребрами А1А2 и А1А4; 

в) площадь грани А1А2А3; 

г) уравнение плоскости, проходящей через вершину А4 параллельно 

основанию А1А2А3; 

д) уравнение высоты, опущенной из вершины А4 на основание А1А2А3. 

1 2 3 4(1;0; 1), (2;3;0), ( 1;2; 3), (0;1;2).A A A A− − −  

Решение.  

а) Длина ребра А2А4 – это длина вектора А2А4. Сначала найдем коор-

динаты вектора А2А4: 

).2;2;2()02;31;20(
42

−−=−−−=AA  

Его длина соответственно равна 

.3212222)2(2)2(42 ==+−+−=AA  

б) Искомый угол φ есть угол между векторами 21AА и 41AА . Найдем 

координаты этих векторов: 

( ) ( ),1,3,1)1(0,03,1221 =−−−−=AА  

( ) ( ).3,1,1)1(2,01,1041 −=−−−−=AА  
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Используя скалярное произведение, находим угол φ: 

11

5

1111

5

31)1(131

3113)1(1
cos

222222
4121

4121 =
⋅

=
++−⋅++

⋅+⋅+−⋅=
⋅

⋅=
AAAA

AAAAϕ , 

.62
11

5
arccos o≈=ϕ  

в) Данная грань – это треугольник, построенный на векторах  

( )1,3,1
21

== AAa  и ( )2,2,2
31

−−== AAb . 

Его площадь равна половине модуля векторного произведения 

ba × . Найдем векторное произведение 

.88
22

31

22

11

22

13

222

131 kikji

kji

ba +−=
−

+
−−

−
−

=
−−

=×  

Следовательно, площадь треугольника А1А2А3 равна 

24128
2

1282)8(
2

1 ==+−=×= baS (ед2
). 

г) В качестве нормального вектора N  искомой плоскости возьмем 

вектор коллинеарный .ba ×  

Таким образом, нормальный вектор плоскости будет 

).1;0;1(−=N  
Подставляя в общее уравнение плоскости координаты точки A4 и 

нормального вектора, получим 

,0)2()1(0)0( =−+−⋅+−− zyx
 

.02 =+− zx  

д) Так как искомая прямая перпендикулярна плоскости основания 

А1А2А3, то нормальный вектор N  плоскости одновременно служит 

направляющим вектором s  прямой, т.е. )10,,( 1−= Ns . 

Подставляя в каноническое уравнение прямой координаты точки 

А4 и направляющего вектора s , получим  

1

2
 

0

1
  

1

−=
−

=
−

zyx
. 

Ответ: 
1 2

)2 3, )62 , )4 2, ) 2 0, ) .
1 0 1

x y z
a б в г x z д

− −− + = = =
−

o  
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Задание 5. Определить тип кривой, найти полуоси, фокусы. Нарисо-

вать схематический рисунок. 

 
2 2

16 36 576x y+ =  

Решение. Приведем уравнение кривой к каноническому виду. Разде-

лим обе части уравнения на 576. Получим 
2 2

1.
36 16

x y+ =  

Это каноническое уравнение эллипса с большой полуосью a=6 и малой 

полуосью b=4. Вершины эллипса находятся в точках с координатами 

(6;0), (-6;0), (0;4) и (0;-4). Найдем фокусы эллипса, которые имеют ко-

ординаты 1 2( ,0), ( ,0).F c F c−
 

Для нахождениязначения c воспользуемся формулой 

2 2 .c a b= −
 

Подставляя в данное равенство a=6 и b=4, получим 

2 26 4 20 2 5.c = − = =
 

Таким образом, фокусы эллипса находятся в точках с координа-

тами  

1 2(2 5,0), ( 2 5,0).F F −
 

Изобразим данную кривую. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Задание 6. Найти пределы (не пользуясь правилом Лопиталя). 

а) 

5 4

3 2 5

5 2 3 1
lim ;

3 10x

x x x

x x x→∞

+ − +
+ −

  б) 

 

3

22

8
lim ;

5 6x

x

x x→

−
− +

 

в) 

2

1
lim ;

1x

x x

x→

−
−

   г) 

4
2 7

lim .
2 5

x

x

x

x

+

→∞

− 
 + 

 

        F2 

 

-6 

             F1 

 

                              6 

 

 

-4 

 

x 

   y 

        

        4 

   0 
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Решение.  

а) 

5

5 4 4 5

3 2 5
5

2 3

2 3 1
5

5 2 3 1
lim lim

3 103 10
1

x x

x
x x x x x x

x x x
x

x x

→∞ →∞

 + − + + − + ∞   = = = + − ∞    + − 
 

 

4 5

2 3

2 3 1
5

5
lim 5.

3 10 1
1

x

x x x

x x

→∞

+ − +
= = = −

−+ −  

б) 

3 2

22 2

8 0 ( 2)( 2 4)
lim lim

5 6 0 ( 2)( 3)x x

x x x x

x x x x→ →

− − + + = = = − + − − 
 

2

2

2 4 12
lim 12.

3 1x

x x

x→

+ += = = −
− −

 

 

в) 

2 2 2

21 1

0 ( )( )( 1)
lim lim

01 ( 1)( 1)( )x x

x x x x x x x

x x x x x→ →

− − + + = = = 
− − + + 

 

4 2

2 21 1

( )( 1) ( 1)( 1)( 1)
lim lim

( 1)( ) ( 1)( )x x

x x x x x x x x

x x x x x x→ →

− + − + + += = =
− + − +

 

2

21

( 1)( 1) 1 3 2
lim 3.

1 1( )x

x x x x

x x→

+ + + ⋅ ⋅= = =
++

 

г) { }
4 4

2 7 2 7
lim 1 lim 1 1

2 5 2 5

x x

x x

x x

x x

+ +
∞

→∞ →∞

− −   = = + − =   + +   
(2 5) ( 12)

( 4) 12 48 12
( 12) (2 5) lim

62 5 2
12

lim 1 .
2 5

x

x
x x

x
x

x
e e e

x
→∞

+ −⋅ ⋅ + +− + − − −+
→∞

− = + = = = + 
 

 

Ответ: а)  -5;   б)  -12;   в)  3;    г) 6
e

−
. 
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Задание 7. Найти производную  от заданной функции: 

а) 
2 4

3 5y x x= − + ;  б) 
2

2 1

( 3)

x
y

x

−=
+

; 

в) 
3
ln 3y x x= ; г) 

ln

.1

x t

y
t

=

 =

 

Решение. 

а) 
2 4 2 4 3

( 3 5) ( ) 3( ) (5) 2 12 .y x x x x x x′ ′ ′ ′ ′= − + = − + = −
 

б) 

2 2

2 4

2 1 (2 1) ( 3) (2 1)(( 3) )

( 3) ( 3)

x x x x x
y

x x

′ ′ ′ − − + − − +′ = = = + + 
 

2

4 4 3

2( 3) 2(2 1)( 3) 2( 3)( 3 2 1) 8 2
.

( 3) ( 3) ( 3)

x x x x x x x

x x x

+ − − + + + − + −= = =
+ + +

 

в) 
3

3 3 3 2 2( ln 3 ) ( ) ln 3 (ln 3 ) 3 ln 3 (3ln 3 1).
x

y x x x x x x x x x x
x

′ ′ ′ ′= = + = + = +  

г) 

ln

.1

x t

y
t

=

 =  

Вначале находим производные от  и  по переменной 

 : ,
1

)(ln
t

tx tt =′=′ .
11
2tt

y tt −=
′







=′  Тогда производная от  по 

 равна .
1

2 tt

t

x

y
y

t

t

x −=−=
′
′

=′  

Ответ: а)   
32 12x x− ;  б)  

3

8 2

( 3)

x

x

−
+

;   в) 
2
(3ln 3 1)x x + ;   г)  .

1

t
−  

 

Задание 8. Найти производную  от заданной функции: 

sin(3 2).y x x= −
 

 

Решение.  

Найдем первую производную заданной функции: 

 

).23cos(3)23sin())23(sin()23sin( −+−=′−+−′=′ xxxxxxxy  

xy′

)(tyy = )(txx =

t y

x

xxy ′′
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Теперь, дифференцируя первую производную, найдем вторую 

производную заданной функции:  

−−+−=′−+′−=′′ )23cos(3)23cos(3))23cos(3())23(sin( xxxxxy

).23sin(9)23cos(6)23sin(9 −−−=−− xxxxx  

 

Ответ: ).23sin(9)23cos(6 −−− xxx  

Задание 9. Провести полное исследование функции 

2

.
1

x
y

x
= −

−
 

Решение.  

1. Функция определена и непрерывна на всей числовой оси, кроме 

точки x =1. 

2. Функция общего вида. 

3. Имеется одна точка разрыва x = 1. Исследуем характер точки 

разрыва, для чего вычислим следующие пределы: 
2

1 0 1 0
lim lim ,

1x x

x
y

x→ + → +
= − = −∞

−

2

1 0 1 0
lim lim .

1x x

x
y

x→ − → −
= − = +∞

−
,  

Так как односторонние пределы бесконечные, то прямая x = 1 яв-

ляется вертикальной асимптотой. 

4. Находим первую производную: 

2 2

2 2

2 ( 1) ( 2)
.

1 ( 1) ( 1)

x x x x x x
y

x x x

′  − − −′ = − = − = − − − − 
 

Находим критические точки: 1 0x = , 2 2x = . В точке 3 1x =  

производная не существует, но эта точка не является критической, так 

как функция в ней не определена. 

5. Находим вторую производную: 

2 2

2 4 3

( 2) (2 2)( 1) 2( 1)( 2 ) 2
.

( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x x
y

x x x

′ − − − − − −′′ = − = − = − − − − 
. 

Вторая производная не обращается в нуль ни в одной точке и не 

существует в точке 3 1x = , которая не входит в область определения 

функции. По полученным данным строим таблицу: 

x ( );0−∞  0 (0;1) 1 (1;2) 2 ( )2;+∞  

 − 0 + Не существует + 0 − 

 +  + Не существует −  − 

y  min 

0 
 Не существует 

 max 

-4 
 

y′
y ′′
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В четвертой строке условно изображено возрастание или убыва-

ние функции на промежутке (по знаку первой производной), и выпук-

лость или вогнутость кривой (по знаку второй производной). 

6. Ищем наклонную асимптоту: 

( )
lim lim 1,

1x x

y x x
k

x x→∞ →∞
= = − = −

−  

{ }
2

lim ( ) lim lim 1.
1 1x x x

x x
b y x kx x

x x→∞ →∞ →∞

  −= − = − + = = − − − 
 

. 

Кривая имеет наклонную асимптоту 1.y x= − −  

Строим вертикальную x = 1 и наклонную y = −x−1 асимптоты, а 

затем по данным таблицы строим график исследуемой функции (см. 

рисунок). 
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ПРОГРАММА КУРСА ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ (II СЕМЕСТР) 

 

Тема 7. Неопределённый интеграл 

1. Первообразная функции. 

2. Неопределённый интеграл. Свойства неопределенного инте-

грала. Правила интегрирования. 

3. Таблица основных неопределенных интегралов. 

4. Теорема о замене переменной в неопределённом интеграле. 

5. Интегрирование по частям. 

6. Интегрирование некоторых функций, содержащих квадратный 

трёхчлен. 

7. Многочлен и его корни. Теорема разложения правильной ра-

циональной дроби в сумму простых дробей. Интегрирование рацио-

нальных дробей. 

8. Интегрирование тригонометрических выражений. Интегриро-

вание функций, рациональных относительно синуса и косинуса. Уни-

версальная тригонометрическая подстановка. 

9. Интегрирование некоторых иррациональностей. Тригономет-

рические подстановки. 

 

Тема 8. Определённый интеграл 

1. Определенный интеграл. Геометрический смысл определенно-

го интеграла. Основные свойства определенного интеграла. 

2. Теорема Ньютона-Лейбница. 

3. Вычисление определенного интеграла (применение формулы 

Ньютона-Лейбница, интегрирование подстановкой, интегрирование по 

частям). 

4. Геометрические приложения определенного интеграла (вы-

числение площадей плоских фигур, определение длины дуги плоской 

кривой, вычисление объемов тел, площадей поверхностей тел враще-

ния). 

5. Некоторые механические и физические приложения опреде-

ленного интеграла (путь, пройденный телом, работа переменной силы, 

и др.) 

 

Тема 9. Несобственные интегралы 

1. Несобственные интегралы от ограниченных функций по не-

ограниченному промежутку (несобственные интегралы первого рода). 

2. Несобственные интегралы от неограниченных функций по 

ограниченному промежутку (несобственные интегралы второго рода). 
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Тема 10. Дифференциальные уравнения 

1. Дифференциальные уравнения. Основные понятия. 

2. Дифференциальные уравнения первого порядка. Общее и част-

ное решения. Задача Коши. 

3. Дифференциальные уравнения с разделенными и разделяющи-

мися переменными. 

4. Однородная функция нулевого измерения. Однородные диффе-

ренциальные уравнения первого порядка и метод их решения. 

5. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. Ме-

тод Бернулли. 

6. Уравнения Бернулли. Метод их решения. 

7. Дифференциальные уравнения второго порядка. Общее и част-

ное решения. Задача Коши. 

8. Дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие 

понижение порядка. Методы их решения. 

9. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка (од-

нородные и неоднородные). 

10. Линейная зависимость и независимость функций. 

11. Теорема о структуре общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения второго порядка. 

12. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами. Характеристическое урав-

нение. Запись общего решения уравнения в случаях различных дей-

ствительных корней характеристического уравнения, кратных и ком-

плексных корней. 

13. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения вто-

рого порядка. Теорема о структуре их общего решения. 

14. Нахождение общего и частного решений линейного неодно-

родного дифференциального уравнения второго порядка с постоянны-

ми коэффициентами и правой частью специального вида. 

Метод вариации произвольных постоянных. 

15. Системы дифференциальных уравнений. Решение систем ли-

нейных однородных уравнений методом исключений. 
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7. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 

7.1. Первообразная функции и неопределенный интеграл 

 

Литература: [7], Т.1, гл. X, §§ 1, 3 

[9], Ч.2, гл. 9, § 9.1 

 

Определение. Функция F (x) называется первообразной для функ-

ции f (x) на некотором промежутке, если во всех точках этого проме-

жутка выполняется равенство )()( xfxF =′ . 

Например, первообразными для функции 
23)( xxf =  являются 

3)( xxF = , 2)( 3 += xxF , 53 9)( −= xxF , 5ln)( 3 += xxF  и т. д., так 

как производная любой из этих функций равна )(xf . 

Теорема 1. Если функция f (x) имеет на промежутке первообраз-
ную F (x), то она имеет на этом промежутке бесчисленное множество 

первообразных, причем любые две из них отличаются друг от друга 

лишь постоянным слагаемым. Другими словами, если F (x) ─ первооб-

разная функции f (x), то все остальные первообразные этой функции 

имеют вид F (x) + С, где С – произвольная постоянная. 

Определение. Неопределенным интегралом от функции f (x) назы-

вается множество всех первообразных этой функции на некотором 

промежутке: ∫ += CxFdxxf )()( , constC = . Здесь f (x) ─ подынте-

гральная функция, f (x)dx ─ подынтегральное выражение, x ─ перемен-

ная интегрирования. 

Операцию нахождения неопределенного интеграла (или первооб-

разной) от функции f (x) называют интегрированием функции f (x). 

Например: 

 Cxdxx +=∫
323 , т.к. ( ) 23 3xCx =

′
+ ; 

 

Отметим основные свойства неопределенного интеграла: 

1) ( ) )()( xfdxxf =′
∫ ; 

2) ∫ += CxFxdF )()( ; 

3) если ∫ += CxFdxxf )()( , то ( ) CbaxF
a

dxbaxf ++∫ =+ 1
)( , где 

( )0, ≠∈ aRba . 

Приведем основные формулы интегрирования, которые можно 

проверить дифференцированием. 
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7.2. Таблица неопределенных интегралов 

 

1. ∫ −≠+
+

=
+

).1(,
1

1

kC
k

x
dxx

k
k

 7..

 
∫ += .

cos2
Ctgx

x

dx
 

2. ∫ += .ln Cx
x

dx
 8. ∫ +−= .

sin 2
Cctgx

x

dx
 

3. ∫ += .
ln

C
a

a
dxa

x
x

 
9. ∫ +±+=

±
.ln 22

22
Caxx

ax

dx  

4. ∫ += .Cedxe xx
 10. ∫ +=

−
.arcsin

22
C

a

x

xa

dx
 

5. ∫ +−= .cossin Cxxdx  11. ∫ +=
+

.
1

22
C

a

x
arctg

aax

dx
 

6. ∫ += .sincos Cxxdx  12. ∫ +
+
−=

−
.ln

2

1
22

C
ax

ax

aax

dx
 

 

Рассмотрим пример на непосредственное применение таблицы ос-

новных интегралов. 

 

Пример 32. 

( ) ∫ ∫ ∫∫ ++−=++− dxedxxdxxdxxexx xx 2/133 52sin52
 

.cos
3

10

2
sin

2/34

Cxex
x

xdx x +−+−=+ ∫  

 

7.3. Интегрирование методом замены переменной 

 

Литература: [7], Т.1, гл. X, § 4 

[9], Ч.2, гл. 9, § 9.2 

 

Ведение новой переменной интегрирования, называемое заменой 

переменной или подстановкой, позволяет в некоторых случаях свести 

интеграл, который непосредственно не вычисляется, к табличному 

интегралу. 

Пусть функция )(tx ϕ=  является дифференцируемой и имеет об-

ратную функцию )(1 xt −= ϕ . Тогда имеет место формула 

( ) ( )( ) ( )dtttfdxxf ϕϕ ′∫=∫ . 
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Замечание. Иногда более целесообразно использовать замену пе-

ременной в виде t=φ(x). Это делается в том случае, когда интеграл 

можно представить в виде ( )( ) ( )dxxxf ϕϕ ′∫ . 

Пример 33. 

∫ ∫∫ ===


=





=
== tdttdt

t

tdttdx

tx

xt
dx

x

x
sin3sin

33sin
2

22

3

3

3 2

3

.cos3cos3 3 CxCt +−=+−=  

Пример 34. 

∫∫ =
+

=


=





=
=

=
+

dt
tt

t
t

dt
dx

tx

xt
dx

x

x

12
2

1

2

2

 

∫ ++=++=
+

= .11
12

1 2 CxCt
t

dt
 

 

7.4. Метод интегрирования по частям 

 

Литература: [7], Т.1, гл. X, § 6 

[9], Ч.2, гл. 9, § 9.3 

 

Если u=u(x) и v=v(x) ─ непрерывно дифференцируемые функции, 

то имеет место формула интегрирования по частям 

∫ ∫−= duvuvdvu , 

которая позволяет вычисление интеграла ∫ dvu  свести к вычислению 

более простого интеграла ∫ duv , если удачно выбрать функцию u(х). 

Чаще всего это бывает в тех случаях, когда подынтегральная функция 

представляет собой произведение разных элементарных функций: сте-

пенной и показательной, степенной и тригонометрической, показа-

тельной и тригонометрической и т.д. 

Отметим наиболее часто встречающиеся варианты функций. 

Если подынтегральная функция представляет собой произведение 

степенной функции 
n

x  на тригонометрическую или показательную 

функции, то 
n

xu = . 

Если подынтегральная функция равна произведению степенной 

функции 
n

x  на логарифмическую или обратную тригонометрическую 

функцию, то за u  принимают последние функции, а степенную функ-

цию относят к dv . 

Рассмотрим несколько примеров на применение формулы инте-

грирования по частям. 
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Пример 35. 

∫∫ =−=












==
==

= dxxxx
xvdxxdv

dxduxu
dxxx 3sin3sin

3sin
3
1,3cos

,
3cos

3

1

3

1

СxxxCxxx ++=+




−−= 3cos

9
13sin

3
13cos

3
1

3
13sin

3
1 . 

 

Пример 36. 

=








==
==

=∫−=∫












==
=== xevdxxedv

dxduxu
dxxexxexxevdxxedv

dxxduxu
dxxex

,

,
2

,

2, 2
2

2

( ) ( ) C
x

exxC
x

e
x

ex
x

exdx
x

e
x

ex
x

ex ++−=++−=−−= ∫ 22222
222

. 

 

Пример 37. 

.lnln
/ln

ln Cxxxdxxx
xv

xdxdu

dxdv

xu
xdx +−=−=





=
=





=
=

= ∫∫
 

 

7.5. Интегрирование некоторых функций, 

содержащих квадратный трехчлен 

 

Литература: [7], Т.1, гл. X, § 5 

[9], Ч.2, гл. 9, § 9.4 

 

Рассмотрим интегралы вида 

∫ ++
+= ,

21 dx
cbxax

BAx
I

             
∫

++

+= ,
2

2 dx
cbxax

BAx
I  

которые с помощью замены  

2
)(

2

1 2 b
axcbxaxt +=′++=  

приводятся к известным интегралам. 

 

Пример 38. 

 

∫ ∫ =
+−++−

−=










 −=

=

+==
++

−
dt

ttt

ttx

dxdt

xt
dx

xx

x

52/14/1

42
2

1

2

1

5

32
22
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∫ ∫ ∫ =








=
+=

=
+

−
+

=
+

−=
tdtdu

tu

t

dt
dt

t

t
dt

t

t

2

4/19

4/19
4

4/19

2

4/19

42
2

222

 

=+−+= C
t

arctgt
19

2

19

8
4/19ln 2  

.
19

12

19

8
5ln 2 C

x
arctgxx ++−++=  

Пример 39. 

∫ ∫ =
+−−++

+=















+=

=

−=
=

+−
dt

tt
t

t
t

x

dtdx

xt
dx

xx

x

1
4

1

28

1

22

1

2/1

2

1
4

1

2

2

1
2

1
2

12

2

2
2

 

 

∫∫ ∫∫ =
+

+
+

=
+

+=
+

+=
4/722

1

4/72

1

4/7

2/1

2

1

8

7

2

1

2/1

2

1

222
2 t

dt

t

tdt
dt

t

t
dt

t

t

=++++=












=
+=

= Cttu
dutdt

tu
4/7ln

22

1

2

1

2

1
4/7

2

2

 

.224
2

1
2ln

22

1
12 22 Cxxxxx ++−+−++−=

 

 

 

8. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 

8.1. Задача о площади. Определение определенного интеграла 

 

Литература: [7], Т.1, гл. XI, §§ 1, 2 

[9], Ч.2, гл. 10, § 10.1 

 

На плоскости введём прямоугольную декартову систему коорди-

нат Oxy. Рассмотрим функцию y = f (x), непрерывную и неотрицатель-

ную для любых x из отрезка [a, b] (рис. 8.1). 
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Рис. 8.1 

 

Фигуру aABb, ограниченную снизу отрезком [a, b] оси Ox, сверху 

дугой AB графика функции y = f (x), а слева и справа отрезками прямых 

x=a и x=b, назовем криволинейной трапецией. 

Разобьем отрезок [a, b] произвольным образом на n частей, абс-

циссы точек деления обозначим следующим образом: 

a = x0 < x1 < x2 <…< xn-1 < xn = b. 

Через точки xk проведем прямые x = xk , которые разобьют криво-

линейную трапецию на n полос, каждая из которых также является 

криволинейной трапецией с основанием [xk-1; xk] (k = 1, 2, …, n). Пло-

щадь трапеции aABb будет равна сумме площадей n полос, ее состав-

ляющих. Если n достаточно велико, а все отрезки [xk-1; xk] малы, то 

площадь каждой полосы можно заменить площадью соответствующе-

го прямоугольника с высотой, равной f (сk), где сk – произвольная точка 

на отрезке [xk-1; xk]. В силу непрерывности функции f (x) значения f (x) 

на каждом отрезке [xk-1; xk] мало изменяются. Поэтому на каждом от-

резке функцию f (x) можно считать постоянной и равной f (сk). Так что 

площадь одной полосы приближенно равна f (сk)·(xk-1; xk). Тогда для 

площади криволинейной трапеции aABb получим приближенное ра-

венство: 

. 

Обычно разности (xk − xk-1) обозначают через ∆xk, а max 0kx∆ → , 

тогда   

0 0
0

lim lim (c ) x
k k

n

n k k
x x

k

S S f
∀∆ → ∀∆ → =

= = ⋅ ∆∑ .

 

Сумма  называется n-ой интегральной суммой 

для функции y = f (x) на отрезке [a; b]. 

Определенным интегралом от функции y = f (x) на отрезке [a; b] 

называется предел интегральной суммы Sn . 

∑ −⋅=≈
=

−
n

k
kkkn xxcfSS

0
1)()(

∑ ∆⋅=
=

n

k
kkn xcfS

0

)(

a       x1            xk-1   xk                       b                
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B 

y = f(x) 
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0
0

(x) dx lim (c ) x
k

b n

k k
x

ka

f f
∀∆ → =

= ⋅ ∆∑∫  

. 

В случае существования такого предела функция f (x) называется 

интегрируемой на отрезке [a; b]. Числа a и b называются, соответ-

ственно, нижним и верхним пределами интегрирования. При постоян-

ных пределах интегрирования определенный интеграл представляет 

собой постоянное число и не зависит от того, какой буквой обозначена 

переменная интегрирования. 

Геометрический смысл определенного интеграла следует из рас-

смотренной задачи: если функция y = f (x) интегрируема и неотрица-

тельна на [a; b], то  равен площади криволинейной трапе-

ции, ограниченной линиями y = f (x), y=0, x=a, x=b. 

 

8.2. Основные свойства определенного интеграла 

 

1. . 

2. . 

3. . 

4. Постоянный множитель можно вынести за знак интеграла: 

, . 

5. Определенный интеграл от алгебраической суммы конечного 

числа функций равен сумме определенных интегралов от этих функ-

ций: 

. 

6. Отрезок интегрирования можно разбить на части: 

. 

Причем это свойство справедливо для любого расположения то-

чек a, b и c на числовой оси. 

∫
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7. Если f1(x) и f2(x) интегрируемы на [a; b] и для всех x на [a; b] 

выполняется неравенство  и a < b, то 

, 

т.е. неравенство можно почленно интегрировать. 

В частности, если , то . 

8. . 

9. Если f (x) непрерывна на [a; b], то , 

где ,  и . 

10. Теорема о среднем. Если f (x) непрерывна на [a; b], то суще-

ствует точка (a, b)ξ ∈   такая, что . 

 

8.3. Вычисление определенного интеграла. 

Формула Ньютона-Лейбница 

 

Литература: [7], Т.1, гл. XI, § 2 

[9], Ч.2, гл. 10, § 10.1 

 

Пусть функция f (x) интегрируема на [a; b]. Тогда для любого 

 она будет интегрируемой и на отрезке [a, x]. Заменим верх-

ний предел b определенного интеграла  переменной x, полу-

чим выражение , которое, очевидно, является функцией от x. 

Обозначим эту функцию через . Здесь переменную 

интегрирования мы обозначим через t, чтобы не путать ее с верхним 

пределом интегрирования x. 

Функция Ф(x) обладает следующими свойствами: 

1) если функция f (t) непрерывна на [a,b], то Ф(x) также непре-

рывна на этом промежутке; 
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2) если функция f (t) непрерывна в точке t = x, то в этой точке 

функция Ф(x) имеет производную, равную f (x), т.е.  

. 

Из последнего равенства следует, что функция Ф(x) является 

первообразной для f (x) на [a, b] . Отсюда вытекает очень важное 

утверждение: всякая непрерывная на отрезке [a, b] функция имеет на 

том отрезке первообразную. Если F (x) другая первообразная для f (x), 

т.е. , то 

. 

Формула Ньютона-Лейбница. Определенный интеграл от непре-

рывной функции равен приращению какой-либо первообразной на 

промежутке интегрирования: 

. 

Здесь F (x) – любая первообразная для f (x) на [a, b]. 

Из формулы Ньютона-Лейбница и второго свойства функции Ф(x) 

следует, что все методы интегрирования для неопределенного инте-

грала справедливы для определенного интеграла. 

Пример. Вычислить интегралы: 1) ; 2) . 

Решение. 

1) . 

2) . 

 

8.4. Замена переменной в определенном интеграле 
 

Литература: [9], Ч.2, гл. 10, § 10.2 

 

Рассмотрим , где f (x) непрерывна на [a, b]. Введем но-

вую переменную интегрирования t, связанную с переменной x соотно-

шением x=φ(t), где , а . 

Функция φ(t) должна быть непрерывно-дифференцируемой. Кро-

ме того, φ(α)=a, φ(β)=b, тогда имеет место формула 
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. 

Следует отметить, что при вычислении определенного интеграла 

уже нет необходимости возвращаться к старой переменной интегриро-

вания, т.к. пределы интегрирования изменились в соответствии с под-

становкой. 

Пример. Вычислить интеграл . 

Решение. 

1. Введем новую переменную интегрирования, полагая . 

Отсюда находим: , . Вычислим новые пределы инте-

грирования: при  имеем , при  получаем 

. Следовательно, 

 

. 

 

8.5. Интегрирование по частям 

 

Литература: [9], Ч.2, гл. 10, § 10.2 

 

Если функции u(x) и v(x) непрерывно-дифференцируемы на [a, b], 

то имеет место формула интегрирования по частям: 

. 

Пример. Вычислить интеграл . 

Решение. 
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Отметим очень важные для дальнейшего утверждения: 

1) если функция f (x) четная, то ; 

2) если функция f (x) нечетная, то ; 

3) если f (x) периодическая с периодом T, то . 

 

8.6. Геометрические приложения определенного интеграла 

 

8.6.1. Вычисление площадей плоских фигур 

 

Литература: [9], Ч.2, гл. 10, § 10.3 

 

Из геометрического смысла определенного интеграла следует, 

что если f (x) ≥ 0 для всех , то площадь криволинейной трапе-

ции ограниченной графиком функции y = f (x), прямыми x=a, x=b и осью 

Ox, выражается формулой  (рис. 8.2, а). 

Если же f (x) ≤ 0 для всех , то  и, следова-

тельно, в этом случае  (рис. 8.2, б). 

 
Рис. 8.2 
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Если фигура ограничена 

графиками функций y = f1 (x) и y = f2 

(x) таких, что f1 (x) ≥ f2 (x) для всех 

 (рис. 8.3), то 

. 

 

 

Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

y=x и y=2−x
2
. 

Решение. Найдем точки пересечения и построим заданные линии. 

 

, т.е. a=–2, b=1. 

Тогда 

 

 

. 

Если кривая, ограничивающая сверху криволинейную трапецию, 

задана в параметрическом виде , где , то 

. 

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной эллипсом 

, , где 0 ≤ t ≤ 2π. 

Решение.  В  силу  симметрии 

эллипса 
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Площадь криволинейного сектора, ограниченного кривой 

 и двумя полярными радиусами  и  ( ), вы-

числяется по формуле . 

Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиои-

дой  

 

Решение. 

 

 

 

 

8.6.2. Вычисление длин дуг плоских кривых 

 

Литература: [7], Т.1, гл. XII, § 3 

[9], Ч.2, гл. 10, § 10.5 

 

Если кривая y = f (x) на отрезке [a, b] является гладкой (т.е. произ-
водная  ─ непрерывная функция), то длина дуги этой кривой, 

заключенной между точками с абсциссами x = a и x = b, вычисляется 

по формуле 

. 

В том случае, когда кривая задана уравнениями в параметриче-

ской форме  (  ─ непрерывно-дифференцируемые 

функции), длина дуги кривой, соответствующей монотонному измене-

нию параметра t от α до β, вычисляется по формуле 
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. 

Если, наконец, кривая задана уравнением в полярных координа-

тах , то длина дуги кривой при изменении полярного угла  

от  до , находится по формуле 

. 

Примеры. Найти длину дуги:  

1) цепной линии 2 2

x x

y e e
−

= +  от x = 0 до x = 2; 

2) астроиды ; 

Решение. 1) Дифференцируя, получаем 2 2
1

'
2

x x

y e e
− 

= − 
 

, тогда 

. 

2) В силу симметрии астроиды относительно координатных осей 

достаточно найти длину одной четверти всей кривой и результат 

умножить на 4. При этом параметр t будет изменяться от 0 до . 

Находим  и : 

, . 

Тогда  

 

. 
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9. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

Литература: [7], Т.1, гл. XI, § 7 

 

При определении определенного интеграла предполагалось, что: 

1) отрезок интегрирования [a, b] конечен; 

2) подынтегральная функция  f (x) определена и ограничена на [a, b]. 

Если нарушается хотя бы одно из этих условий, то интеграл 

называется несобственным. При этом, если нарушено только первое 

условие, то говорят о несобственном интеграле первого рода (или ин-

теграле с бесконечными пределами интегрирования). Если нарушено 

только второе условие, т. е. подынтегральная функция имеет беско-

нечный разрыв на отрезке [a, b], то говорят о несобственном интегра-

ле второго рода (или интеграле от неограниченной функции). 

 

9.1. Несобственные интегралы первого рода 

 

Литература: [9], Ч.2, гл. 10, § 10.8 

 

Определение. Пусть функция f (x) определена и непрерывна на 

интервале [a, +∞), тогда несобственным интегралом первого рода от 

функции f  (x) называется 

. 

Если этот предел существует и конечен, то несобственный инте-

грал называется сходящимся, если же он не существует или равен бес-

конечности, то несобственный интеграл расходится. 

Аналогично определяются несобственные интегралы вида: 

; 

. 

Пусть подынтегральная функция f  (x) имеет первообразную F  (x). 

Тогда согласно формуле Ньютона-Лейбница и определению несоб-

ственного интеграла будем иметь 

 

. 
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Аналогично . 

Итак, несобственные интегралы сходятся тогда и только тогда, 

когда существуют и конечны пределы  и . 

Примеры. Исследовать на сходимость 1) ; 2) . 

Решение. 
 

1) По определению имеем 

 

Следовательно, несобственный интеграл сходится и равен . 
 

2) По определению для  имеем 

 

Если же , то . 

Таким образом, несобственный интеграл  сходится при 

, и расходится для . 

 

10. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

10.1. Основные понятия 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, § 1.2 

[7], Т.2, гл. XIII, § 2 

 

Обыкновенным дифференциальным уравнением называется урав-

нение,  связывающее  независимую  переменную x, искомую функцию 

y = f (x)  и  ее  производные  , ,…, ,  т.е.  уравнение  вида 

. 

Решением дифференциального уравнения является такая функция 

y = φ (x), которая при подстановке в уравнение обращает его в верное 

равенство. 
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Порядок дифференциального уравнения определяется порядком 

старшей производной, входящей в это уравнение. Например, уравне-

ние  является уравнением первого порядка, а уравнение 

 есть уравнение третьего порядка. 

График функции, являющейся решением дифференциального 

уравнения, называется интегральной кривой. 

 

10.2. Дифференциальные уравнения первого порядка. 

Общее решение. Начальные условия. Задача Коши 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, § 1.3 

[7], Т.2, гл. XIII, § 3 

[9], Ч. 2, гл. 11, § 11.1 

 

Общий вид дифференциального уравнением первого порядка 

. Если это уравнение разрешить относительно производ-

ной , то получим уравнение вида . 

Общим решением дифференциального уравнения первого порядка 

называется функция y = φ (x, С), которая при любом значении произ-
вольной постоянной С является решением данного уравнения. Соот-

ношение , содержащее искомую функцию в неявном ви-

де, называется общим интегралом дифференциального уравнения. Ре-

шение, полученное из общего решения при определенном значении 

постоянной С, называется частным решением дифференциального 

уравнения.  

Часто среди множества решений дифференциального уравнения 

требуется  найти  такое  решение,  которое  при  заданном  значении 

независимой переменной x = x0 принимает заданное значение y = y0. 

Такие условия называются начальными условиями и записываются в 

виде y (x0) = y0.  

Задача нахождения решения дифференциального уравнения, удо-

влетворяющего заданным начальным условиям, называется задачей 

Коши. 

Следует отметить, что нет общего метода решения дифференци-

альных уравнений. Поэтому нужно уметь различать типы дифферен-

циальных уравнений и знать способы их решения. Для уравнений пер-

вого порядка это, прежде всего, уравнения с разделяющимися пере-

менными, однородные уравнения, линейные уравнения и уравнения 

Бернулли. 
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10.3. Дифференциальные уравнения 

с разделяющимися переменными 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, § 1.3 

[7], Т.2, гл. XIII, § 4 

[9], Ч. 2, гл. 11, § 11.1 

 

Дифференциальными уравнениями с разделяющимися перемен-

ными называются уравнения первого порядка вида , 

т.е. производная  в них представлена в виде произведения двух 

функций, одна из которых f1 (x) есть функция только одной перемен-

ной x, а вторая f2 (y) ─ только одной переменной y. Эти уравнения ре-

шаются (интегрируются) методом разделения переменных. Для этого 

производную функции представляют как отношение дифференциалов 

, т.е. получают уравнение в виде , обе части 

которого затем умножают на dx и делят на f2 (y) ≠ 0.  

Иногда уравнение с разделяющимися переменными задают в 

дифференциалах . Разделение пере-

менных достигается делением этого уравнения на . В 

результате имеем уравнение, в котором при dx стоит функция, завися-

щая только от x, а при dy ─ только от y, интегрируя которое получаем 

. 

 

Пример 1. Решить уравнение .  

Решение. Запишем уравнение в виде . Разделим 

обе части уравнения на  Получим . 

Интегрируя, имеем , откуда . 

Это общее решение дифференциального уравнения. Пусть теперь 

 Это возможно, если y = 0 или x + 1 = 0. Непосредственной 

подстановкой в исходное дифференциальное уравнение убеждаемся, 

что функции y = 0 и x = −1 являются решениями этого уравнения. 

Пример 2. Найти решение дифференциального уравнения 

, удовлетворяющее условию . 

Решение. Сначала найдем общее решение уравнения. Разрешая 

уравнение относительно производной, получаем . Теперь 
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видно, что это уравнение с разделяющимися переменными. Умножив 

обе его части на  и разделив на , получаем . 

После интегрирования имеем , откуда получа-

ем общее решение уравнения . Убеждаемся, что функ-

ция y = 2 является частным решением, которое получается из общего 

при C = 0. Теперь находим частное решение уравнения, удовлетворя-

ющее заданным начальным условиям, т.е. решаем задачу Коши. Для 

этого в общее решение подставляем x = 0 и y = 3 и находим значение 

постоянной C: . Отсюда C = 1. Подставив найденное зна-

чение С в общее решение уравнения, получаем решение уравнения, 

удовлетворяющее заданным начальным условиям (решение задачи 

Коши) . 

 

10.4. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, § 1.3 

[7], Т.2, гл. XIII, § 5 

[9], Ч. 2, гл. 11, § 11.2 

 

Функция f (x, y) называется однородной функцией, если при лю-

бом t выполняется условие (tx, ty) (x, y)f f= . Например, функция 

 является однородной нулевой степени, так как 

. 

Отметим одну из особенностей однородных функций нулевой 

степени: если положить , то получим 

, т.е. однородные функции нуле-

вой степени можно рассматривать как функции аргумента вида . 

Однородным дифференциальным уравнением первого порядка 

называется уравнения вида , где функция является 

однородной функцией нулевой степени. В дифференциальной форме 

однородные уравнения имеют вид , где 

функции f1(x, y) и f2(x, y) являются однородными. Для решения одно-

родных уравнений нужно сделать подстановку , где , 

которая приводит к уравнению с разделяющимися переменными. 
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Пример. Решить уравнение . 

Решение. Это уравнение, очевидно, не является уравнением с раз-
деляющимися переменными. Проверим, является ли это уравнение 

однородным. Для этого разрешим его относительно производной 

. 

Проверим функцию в правой части на однородность: 

. Значит,  

однородная функция и дифференциальное уравнение является одно-

родным. Для его решения делаем замену . Тогда . По-

сле подстановки в уравнение получаем  . 

Откуда . Это уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделив переменные, получаем  . После интегрирования 

имеем  или , откуда 

. Так как , то  ─ общий интеграл уравне-

ния. 

 

10.5. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, § 1.3 

[7], Т.2, гл. XIII, §§ 7, 8 

[9], Ч.2, гл. 11, § 11.3 

 

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка назы-

вается уравнение вида , линейное относительно иско-

мой функции y и ее производной . Здесь  и  ─ заданные 

непрерывные функции. 

Решение линейного дифференциального уравнения первого по-

рядка можно найти методом Бернулли, согласно которому решение 

уравнения ищем в виде произведения двух функций 

. Тогда  и после подстановки в урав-

нения получаем . Функцию  выберем так, 
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чтобы . Это уравнение с разделяющимися переменными, 

решив которое найдем неизвестную функцию . Функцию  

находим из условия , которое также представляет собой 

уравнение с разделяющимися переменными. 

Пример 1. Решить уравнение . 

Решение. Легко увидеть, что данное уравнение является линей-

ным. Поэтому его решение ищем в виде . Тогда . 

После подстановки этих выражений в уравнение получаем 

. Сгруппировав слагаемые, которые содержат мно-

житель , получаем . Приравняв множитель при  

к нулю, получаем два уравнения для определения функций  и : 

 (1) и  (2). 

Решаем первое из этих уравнений, разделяя переменные, 

. Отсюда имеем  и . Обращаем внима-

ние, что в методе Бернулли при нахождении первой функции постоян-

ную интегрирования можно не вводить. Далее с учетом найденного 

значения   решаем уравнение (2):  . После разделе-

ния переменных  и интегрирования, получаем . 

Общее решение уравнения . 

 

10.6. Дифференциальные уравнения высших порядков. 

Уравнения, допускающие понижение порядка 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, §§ 1.11, 1.14 

[7], Т.2, гл. XIII, §§ 16, 18 

[9], Ч.2, гл. 11, § 11.5 

 

Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид 

 или . 
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Общим решением уравнения n-го порядка называется такая функ-

ция , содержащая n произвольных постоянных, 

которая является решением этого уравнения и из которого путем под-

бора значений постоянных можно найти частное решение, удовлетво-

ряющее заданным начальным условиям (решение задачи Коши). 

Начальные условия для уравнения n-го порядка имеют вид: 

. 

Далее теорию дифференциальных уравнений n-го порядка рас-

смотрим на примере уравнений второго порядка (x, y, y', y'') 0F =  

или '' (x, y, y')y f= . 
 

Уравнения, допускающие понижение порядка: 

1) уравнение вида  решается непосредственным дву-

кратным интегрированием. 

Пример 1. Найти общее решение уравнения  и его 

частное решение, удовлетворяющее условиям . 

Решение. Представив вторую производную в виде , по-

лучаем уравнение с разделяющимися переменными . От-

куда . Так как , то 

. После интегрирования получим общее решение 

уравнения . Теперь решаем задачу Коши: 

 . Следовательно, . 

Решение уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям, 

имеет вид . 

2) уравнение вида  или , не содержа-

щее в явном виде искомую функцию y. 

Для его решения следует применить подстановку . То-

гда  и после подстановки получаем уравнение первого по-

рядка . 
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Пример 2. Решить уравнение . 

Решение. Данное уравнение не содержит y в явном виде. С помо-

щью подстановки  приведем его к уравнению первого поряд-

ка  или . Это линейное уравнение первого 

порядка, которое решаем методом Бернулли: . 

Тогда  и . Откуда  и 

, , . Так как , то  и 

. Тогда . С учетом того, что 

, имеем  и после интегрирования 

получим . 

3) уравнение вида  или , не содержа-

щее в явном виде независимую переменную x. 

Для решения понижаем порядок уравнения заменой . В 

отличие от предыдущего случая здесь переменная p является функци-

ей от переменной y. Поэтому дифференцируя по x, имеем 

. В результате после замены получаем уравнение 

первого порядка . 

Пример 3. Решить уравнение . 

Решение. Данное уравнение не содержит x в явном виде. С помо-

щью подстановки  приведем его к уравнению первого поряд-

ка . Это уравнение с разделяющимися переменными. 

Поэтому  и . Откуда . Так как , 

то ,  и  ─ общий интеграл уравнения. 
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10.7. Линейные однородные дифференциальные уравнения        

второго порядка (ЛОДУ-2). 

 

Литература: [2], Т.3,  гл. I, §§ 1.15, 1.17 

[7], Т.2, гл. XIII, §§ 20, 23 

[9], Ч. 2, гл. 11, §§ 11.6, 11.7 

 

Общий  вид 

 
1 2( ) ( ) 0y a x y a x y′′ ′+ + = ,                                   

где  
1( )a x  и 

2 ( )a x  непрерывные  на  некотором  отрезке  [ ; ]a b   

функции. 

Определение. Функции 
1( )y x  и 

2 ( )y x  называются линейно за-

висимыми (ЛЗ) на [ ; ]a b , если 1 2[ ; ] б ; бx a b∀ ∈ ∃ , где, по 

крайней мере, одно из них отличное от нуля, и для которых выполня-

ется равенство 1 1 2 2б б 0y y+ =   или,  если 1б 0≠ , то 2 1лy y= ,  

т.е. 2

1

л .
y

const
y

= =   

В противном случае, функции 1( )y x  и 2 ( )y x  называются ли-

нейно  независимыми (ЛНЗ). 

Например, функции 
1

1

xy e −=  и 2 2 xy e=   ЛЗ, так как 

2

1

2
y

е const
y

= = ,    а  функции  1 cosy x=  и 2 siny x=   ЛНЗ,  

так  как   2

1

tg .
y

x const
y

= ≠  

Для выяснения ЛЗ или ЛНЗ решений уравнения 

1 2( ) ( ) 0y a x y a x y′′ ′+ + =  используется  определитель  Вронского 

1 2

1 2 1 2 2 1

1 2

( ) ( , )
y y

W x W y y y y y y
y y

′ ′= = = −
′ ′ ,  

что  следует  из  теорем: 

Теорема 1. Если функции 
1( )y x  и 2 ( )y x  линейно зависимы 

(ЛЗ) на [ ; ]a b ,  то  определитель  Вронского  

1 2( , ) 0 [ ; ]W y y x a b= ∀ ∈ . 
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Теорема 2. Если определитель Вронского, составленный  из  ре-

шений  уравнения 
1 2( ) ( ) 0y a x y a x y′′ ′+ + = , при некотором  

0 [ ; ]x a b∈  отличен от нуля, т.е. 
0( ) 0 ,W x ≠   то  

( ) 0 [ ; ].W x x a b≠ ∀ ∈  

Теорема 3. Если решения ЛОДУ-2 
1 2( ) ( ) 0y a x y a x y′′ ′+ + =

ЛНЗ на [ ; ]a b , то 1 2( , ) 0 [ ; ]W y y x a b≠ ∀ ∈ . 

Теорема 4 (о  структуре  общего  решения  ЛОДУ-2). Если  

функции 
1( )y x  и 

2 ( )y x   два  ЛНЗ  решения  уравнения 

1 2( ) ( ) 0y a x y a x y′′ ′+ + = , то  его  общее  решение  имеет  вид  

2211 yCyCy += , где 
1C  и 

2C  произвольные  константы. 

 

10.8. Линейные однородные дифференциальные уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

Литература: [2], Т.3,  гл. I, § 1.16 

[7], Т.2, гл. XIII, §§ 21 

[9], Ч.2, гл. 11, §§ 11.6 

 

Линейные однородные дифференциальные уравнения второго по-

рядка с постоянными коэффициентами имеют вид 

, где . 

В соответствии с теоремой о структуре общего решения 

, где линейно независимые частные решения  и 

 находятся в зависимости от вида корней характеристического 

уравнения. 

Характеристическим уравнением для линейного однородного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами назы-

вается алгебраическое уравнение, полученное из дифференциального 

уравнения заменой производных на k в степени, соответствующей по-

рядку производных, и для уравнений второго порядка имеющее вид 

. 

Возможны три случая: 

1) корни характеристического уравнения действительные и раз-
личные . В этом случае линейно независимыми частными ре-

021 =+′+′′ yayay Raa ∈21,

2211 yCyCy оо += 1y

2y

021
2 =++ akak

21 kk ≠
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шениями линейного однородного дифференциального уравнения яв-

ляются функции  и , а его общее решение имеет вид 

,  − произвольные постоянные. 

2) корни характеристического уравнения действительные и рав-

ные . В этом случае линейно независимыми частными ре-

шениями линейного однородного дифференциального уравнения яв-

ляются функции и , а его общее решение имеет вид 

,  − произвольные постоянные. 

3) корни характеристического уравнения комплексные 

 В этом случае линейно независимыми частными решения-

ми линейного однородного дифференциального уравнения являются 

функции  и , а его общее решение име-

ет вид 

,  − произвольные постоянные. 

Пример 1. Решить уравнение . 

Решение. Это линейное однородное дифференциальное уравне-

ние второго порядка с постоянными коэффициентами. Для его реше-

ния вначале составим характеристическое уравнение , 

корни которого действительные и различные , . Поэтому 

общее решение дифференциального уравнения имеет вид 

,  − произвольные постоянные. 

Пример 2. Решить уравнение . 

Решение. Составим характеристическое уравнение  

Его можно представить в виде . Значит, корни характери-

стического уравнения действительные и равные . По-

этому общее решение дифференциального уравнения имеет вид 

,  − произвольные постоянные. 

Пример 3. Решить задачу Коши для уравнения  с 

начальными условиями . 

Решение. Составим характеристическое уравнение . Его 

корни чисто мнимые . Отсюда α=0 и β=2. Поэтому 

общее решение дифференциального уравнения имеет вид 

. 

xk
ey 1

1 = xk
ey 2

2 =
xkxk

оо eCeCy 21
21 += 21,CC

kkk == 21

kxey =1
kxxey =2

)( 21 xCCey kx
оо += 21,CC

.ik βα ±=

xey x βα cos1 = xey x βα sin2 =

)sincos( 21 xCxCey x
оо ββα += 21,CC

065 =+′−′′ yyy

0652 =+− kk

21 =k 32 =k

xx
оо eCeCy 3

2
2

1 += 21,CC

044 =+′−′′ yyy

.0442 =+− kk

0)2( 2 =−k

221 === kkk

)( 21
2 xCCey x

оо += 21,CC

04 =+′′ yy

4)0(,5)0( =′= yy

042 =+k

ik 242,1 ±=−±=

xCxCxCxCey x
оо 2sin2cos)2sin2cos( 2121

0 +=+=
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Для определения  и  воспользуемся начальными условия-

ми. Предварительно найдем . Получим си-

стему уравнений: 

 

Решение задачи Коши, имеет вид . 

 

10.9. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, §§ 1.17, 1.18 

[7], Т.2, гл. XIII, §§ 23, 24 

[9], Ч.2, гл. 11, §§ 11.7, 11.8 

 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами имеют вид 

, где , . 

Общее решение линейного неоднородного уравнения, как извест-

но, записывается в виде .  

Частное решение  линейного неоднородного уравнения в 

случае, когда правая часть f (x) является функцией специального 

вида, находят методом неопределенных коэффициентов. 

Возможны два случая: 

1) правая часть уравнения имеет специальный вид 

, где  − многочлен n-ой степени, α − показатель 

экспоненты в правой части уравнения. 

Частное решение в этом случае ищем в виде , где 

 − многочлен n-ой степени с неопределенными коэффициентами, 

 − число корней характеристического уравнения, равных α. 

Если 

а) показатель экспоненты α не совпадает ни с одним из корней 

характеристического уравнения (  и ), то  и 

; 

б) число α совпадает с одним из корней характеристического 

уравнения, но не совпадает с другим ( или ), то  и 

; 

1C 2C

xCxCy 2cos22sin2 21 +−=′





=
=

⇒




=
=

⇒




=+−=′
=+=

2

,5 

42

,5 

40cos20sin2)0(

,50sin  0cos  )0(

2

1

2

1

2

21

C

C

C

C

CCy

CCy

xxy 2sin22cos5 +=

)(21 xfyayay =+′+′′ Raa ∈21, 0)( ≠xf

нчооно yyy +=

нчy

)()( xPexf n
xα= )(xPn

x
n

r
нч exQxy α)(=

)(xQn

r

1k≠α 2k≠α 0=r

)(xQey n
x

нч
α=

1k=α 2k=α 1=r

x
nнч exQxy α)(=
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в) число α совпадает с двукратным корнем характеристического 

уравнения ( ), то  и . 

Чтобы неопределенные коэффициенты  многочлена 

 необходимо подставить выражение для 

 в исходное уравнение и, после сокращения на , приравнять 

коэффициенты при одинаковых степенях переменной x в обеих частях 

равенства. 

2) правая часть уравнения имеет специальный вид 

, где M и N, вообще говоря, некоторые 

многочлены, но в дальнейшем рассматриваются только многочлены 

нулевой степени, т.е. M и N − постоянные числа. 

Частное решение в этом случае ищем в виде 

, где   и  − неопределенные коэффи-

циенты. 

Если 

а) числа  не совпадают с корнями характеристического 

уравнения ; 

б) числа  совпадает с корнями характеристического урав-

нения . 

Неизвестные постоянные A и B определяются после подстановки 

 в исходное дифференциальное уравнение из условия равенства 

коэффициентов при  и  в обеих частях уравнения.  

Пример 1. Решить уравнение .  

Решение. Это линейное неоднородное дифференциальное урав-

нение второго порядка с постоянными коэффициентами и правой ча-

стью специального вида. Его общее решение .  

Сначала находим общее решение соответствующего однородного 

уравнения . Для этого составляем характеристическое урав-

нение . Его корни комплексные . Следова-

тельно, общее решение однородного уравнения: 

. 

В правой части уравнения , , числа  сов-

падают с корнями характеристического уравнения. Поэтому частного 

решения  неоднородного уравнения ищем в виде: 

kkk === 21α 2=r x
nнч exQxy α)(2=

DCBA ,,...,,

DCxBxAxxQ nn
n ++++= − ...)( 1

нчy
xeα

)sincos()( xNxMexf x ββα +=

)sincos( xBxAexy xr
нч ββα += A B

iβα ±

)sincos( xBxAey x
нч ββα +=

iβα ±

)sincos( xBxAexy x
нч ββα +=

нчy

xβcos xβsin

xyy sin3=+′′

нчооно yyy +=

0=+′′ yy

012 =+k ik ±=−±= 12,1

xCxCy оо sincos 21 +=
0=α 1=β ii ±=± 0βα

нчy
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. 

Найдя производные  и  и подставив их в исходное диф-

ференциальное уравнение, получим . При-

равнивая коэффициенты при  и при  в обеих частях этого 

равенства, получим , . Следовательно, частное реше-

ние неоднородного уравнения имеет вид . 

Общее решение этого уравнения: 

. 

 

Если правая часть линейного неоднородного уравнения пред-

ставляет сумму двух слагаемых, т.е.  

а  и  − частные решения этого уравнения с правой частью 

равной соответственно  и , то их сумма  являет-

ся частным решением данного уравнения. 

Пример 2. Найти решение уравнения 
2'' 4 ' 4 xy y y e− + = , удо-

влетворяющее условиям  

Решение. Сначала найдем общее решение неоднородного уравне-

ния с правой частью, 
2(x) e xf = . Значит общее решение неоднород-

ного уравнения . Характеристическое уравнение 

 или  имеет двукратный действительный 

корень , поэтому общее решение однородного уравнения 

. 

Найдем теперь частное решение для правой части  

Для правой части 
2(x) e xf = с учетом того, что показатель экс-

поненты в правой части неоднородного уравнения  совпадает с 

двукратным корнем характеристического уравнения, частное решение 

имеет вид 
2 2y e x

чн Ax= . Тогда 
2 2y' 2 ( x) e x

чн A x= +  и 

2 2y'' 2 (2 4 x 1) e x

чн A x= + + . После подстановки yчн
, y'чн  и y''чн  в 

неоднородное уравнение  получаем . Откуда 

 и 2 21
y e

2

x

чн
x= . 

)sincos( xBxAxy нч +=

нчy′ нчy ′′

xxAxB sin3sin2cos2 =−
xsin xcos

23 −=A 0=B

xxy нч cos
2

3−=

xxxCxCyyy нчооно cos
2

3
sincos 21 −+=+=

),()()()( 21 xfxfyxqyxpy +=+′+′′

1нч
y

2нч
y

)(1 xf )(2 xf
21 нчнч yy +

.1)0()0( =′= yy

нчооно yyy +=

0442 =+− kk 0)2( 2 =−k

2=k

)( 21
2 xCCey x

оо +=

2=α

xeyyy 244 =+′−′′ 12 =A

2

1=A
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Значит, общее решение неоднородного дифференциального урав-

нения 2 2 2

1 2

1
y (C C x) e

2

x x

oн оо чн
y y e x= + = + +  

. 

Для решения задачи Коши найдем производную . 

 

2 2 2

2 1 2y' (C 2 C 2 C x) ( ) ex x

oн e x x= + + + +
 

. 

Решаем задачу Коши: при  имеем  и . Подставив 

эти значения в  и , получим , 
2 1

C 2 C 1+ = . Отку-

да 
2

C 1= − . Следовательно, решение уравнения, удовлетворяющее 

заданным начальным условиям, имеет вид: 

2 2 21
y (1 x) e

2

x x

oн
e x= − +  

 

10.10. Системы дифференциальных уравнений 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, § 1.21 

 

Нормальной системой дифференциальных уравнений называется 

совокупность n дифференциальных уравнений первого порядка вида 

 

где x ─ независимая переменная,  ─ искомые функции, 

 ─ производные первого порядка искомых функций. Здесь 

все уравнения разрешены относительно производных. 

Решением нормальной системы из n дифференциальных уравне-

ний называется совокупность таких n функций , 

при подстановке которых в уравнения системы последние обращаются 

в верные равенства. 

Общим решением системы из n уравнений называется такое ее 

решение , 

которое содержит n произвольных постоянных , и из ко-

торого путем подбора этих постоянных можно получить частное ре-

шение системы, удовлетворяющее заданным начальным условиям (т.е. 

решение задачи Коши). Начальные условия для системы                  

ноy′

0=x 1=y 1=′y

ноy ноy′ 11 =C
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дифференциальных уравнений имеют вид 

1 0 10 2 0 20 0 0
y (x ) , y (x ) ,..., y (x ) y

n n
y y= = = , т.е. заданы значения 

функций в точке . 

Одним из методов решения нормальных систем является метод 

исключения, который основывается на положении, что любую нор-

мальную систему из n уравнений можно привести к дифференциаль-

ному уравнению n-го порядка. 

Рассмотрим метод исключения на примере. 

Пример 1. Найти решение системы дифференциальных уравнений

 удовлетворяющее условию . 

Решение. Обратим внимание, что искомые функции и 

являются функциями независимой переменной t. 

Обозначим , . Тогда система примет вид 

 

Из второго уравнения системы . Тогда . Под-

ставив значения  и  в первое уравнение системы, получим 

. Это линейное однородное уравнение с постоянными 

коэффициентами, характеристическое уравнение которого 

 имеет пару комплексных корней . Значит, 

 и . 

Тогда . 

Решаем задачу Коши. . Отсюда 

 Значит, решение системы, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям, имеет вид . 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 

Контрольная работа № 2 

«Неопределенный и определенный интегралы.                            

Дифференциальные уравнения» 

 

Задание 1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1. 

а)  

б)  

 

 

в)  

 

 

1.2. 

а)  

б)  

 

 

в)  

 

 

1.3. 

а)  

б)  

 

 

в)  

 

 

1.4. 

а)  

б)  

 

 

в)  

 

 

1.5. 

а) 5 
x x

e e dx+∫  

б)  arctgx dx∫  

 

 

в)  

 

 

∫ +
dx

x

x

72

∫
− dxxe x5

∫ +−
+

dx
xx

x

24

52
2

∫ +
dx

x

xarctg

19

3
2

∫
− xdxx ln2

∫ ++

+
dx

xx

x

126

72

2

∫ dx
xx 2)(ln

1

∫ xdxx 2cos

∫ +−
+

dx
xx

x

134

5
2

∫ +
dx

xx ))(ln1(

1
2

∫ xdxarcsin
∫ +−

dx
xx

x

1782

∫ ++
−

dx
xx

x

94

7
2
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1.6. 

а)  

б)  

 

в)  

 

 

 

1.7. 

а) 

2ln
 

x
dx

x∫  

б)  

 

 

в)  

 

 

1.8. 

а) 
2xxe dx∫  

б)  

 

 

в)  

 

 

1.9. 

а) 
sin

1 cos

x
dx

x−∫
 

б)  

 

 

в)  

 

 

1.10. 

а) 
2cos

tgx
dx

x∫  

б)  

 

 

в)  

 

 

 

Задание 2. Вычислить несобственные интегралы (или установить их 

расходимость):  

2.1. .    2.6. . 

∫ +
dx

x

x

4cos

sin
2

∫
−

dxxe
x2

7

∫ +−

−
dx

xx

x

14

22

2

∫ + xdxx 2sin)21(
∫ +−

dx
xx

x

1562

∫ − dxex
x

)17( ∫ ++

+
dx

xx

x

154

72

2

∫ xdxarccos
∫ +−

−
dx

xx

x

178

11

2

∫ −− dxxx )2ln()2(
∫ +−

−
dx

xx

x

152

92
2

4

0
9

xdx

x

∞

+∫ 2

1
(1 )

dx

x arctgx

∞

+∫
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2.2. .    2.7. . 

2.3. .   2.8. . 

2.4. .    2.9. 
2

0
6 13

dx

x x

∞

+ +∫ . 

2.5. .   2.10. . 

 

Задание 3. Решить задачи: 
 

3.1. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

 и ; 

 
б) вычислить длину дуги кривой  для 

. 

3.2. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

 и ; 

 
б) 

 

вычислить длину дуги кривой 

  для . 

3.3. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями  

и ; 

 
б) 

 

вычислить длину дуги кривой  для 

. 

3.4. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

 и ; 

2

0

x
xe dx

∞
−

∫
3

4

0
1

x dx

x

∞

+∫

2

0
(5x 2)

dx
∞

+∫ 2

0
(3 1)

dx

x

∞

+∫

2

2
1

xdx

x

∞

−∫

2

0
8 20

dx

x x

∞

+ +∫ 2

1
( 1) ln ( 1)

e

dx

x x

∞

− + +∫

2 2y x x= + 2y x= +
3

3

7 cos ;

7sin .

x t

y t

 =


=

2
t

π π≤ ≤

22y x x= − y x= −

2

2

( 2)sin 2 cos ;

(2 ) cos 2 sin .

x t t t t

y t t t t

 = − +


= − +
0

2
t

π≤ ≤

2 2y x= −
2 1y x= +

(cos sin );

(cos sin ).

t

t

x e t t

y e t t

 = +


= −
0 t π≤ ≤

27 5y x x= − + − 12y x= −
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б) 

вычислить длину дуги кривой  для 

. 

3.5. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

 и 1y x= − + ; 

 
б) вычислить длину дуги кривой  для 

. 

3.6. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

 и ; 

 

б) вычислить длину дуги кривой  для 

. 

3.7. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

 и ; 

 

б) вычислить длину дуги кривой  для 

. 

 

3.8. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

 и ; 

 
б) вычислить длину дуги кривой  для 

. 

3.9. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

и ; 

1 1
cos cos 2 ;

2 4

1 1
sin sin 2 .

2 4

x t t

y t t

 = −

 = −


2

2 3
t

π π≤ ≤

2 6 7y x x= − +
2( sin );

2(1 cos ).

x t t

y t

= −
 = −

0 t π≤ ≤

2 6 5y x x= − + − 1y x= − +
3(cos sin );

3(sin cos ).

x t t t

y t t t

= +
 = −

0 2t π≤ ≤

2

2 6
2

x
y x= − + + 2y x= +

3

3

4cos ;

4sin .

x t

y t

 =


=
0 t π≤ ≤

2 4y x x= − + + 1y x= − +
3( sin );

3(1 cos ).

x t t

y t

= −
 = −

0
2

t
π≤ ≤

xxy 42 += 4+= xy
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б) вычислить длину дуги кривой  

для . 

3.10. а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями  

и ; 

 

б) вычислить длину дуги кривой  для . 

 

Задание 4. Найти решение дифференциального уравнения первого 

порядка.
 
 

4.1. а) ,           б)   

4.2. а)          б)   

4.3. а)                   б)   

4.4. а)                б)   

4.5. а)                    б)   

4.6.а)   б)   

4.7. а)            б)  

4.8. а)                 б)   

4.9. а)                  б)   

4.10. а)                    б)    

 

2(2cos cos 2 );

2(2sin sin 2 ).

x t t

y t t

= −
 = −

0
2

t
π≤ ≤

2 1y x= +
3y x= − +

3

3

3cos ;

3sin .

x t

y t

 =


= 2
0

π≤≤ t

'2yeyx y +=′ 0)3( =y x

y

xeyyx −=′

,12 22 =−′ yyyx 0)2( =y 1cossin =′+ xyxy

,2
2x

xyey =′ 1)0( =y )ln(ln yxyyx −=′

,12 2yyx −=′ 2)1( −=y xxyyx ln=−′

,ln yyyx =′ 2)3( =y yxyyx =−′ )ln(ln

),1()7(
2 +=′+ yxyx 3)3( =y xxeyy +=′

,2 yyxyx =+′ 1)1( =y
x

yx
yxyyx

++=−′ ln)(

,ln
1 2

yy
y

x =′+
ey =)1(

2

2)(ln
)(ln

x

x

x

y
yx +=′

,2xyxyy =−′ 3)0( −=y
x

y
xctgyyx =−′

,2 yyxy −=′ 3)1( =y xe
x

y
y

tgx
ln

cos2
+=′
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Задание 5.  Найти решение линейного дифференциального уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами. 

 

5.1.    

5.2.  

5.3.   

5.4.   

5.5.   

5.6.    

5.7.    

5.8.    

5.9.   

5.10.   

 

Задание 6. Решить систему дифференциальных уравнений. 

 

6.1.   

 

 

6.6.   

6.2.   

 

6.7.   

xexyyy )47(6 −=−′+′′

xxyyy cos7sin565 −=−′−′′

xexyyy 3)52(23 +=+′−′′

xexyyy 4)918(2 +=−′+′′

xyyy cos34 =+′+′′

xexyyy 3)74(43 −+=−′+′′

xyy 2sin42 =′−′′

xxyyy 2sin92cos854 +=−′−′′

xexyyy 2)1112(103 −−=−′+′′

xxyyy 3sin253cos18166 −=−′+′′









−=

−=

xy
dt

dy

xy
dt

dx

32

2









+=

+=

xy
dt

dy

yx
dt

dx

4

23









+=

+−=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

3 







+−=

−=

xy
dt

dy

yx
dt

dx

45

54
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6.3.    

 

6.8.     

6.4.      

 

6.9.       

6.5.   6.10.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 









−=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

35 







−=

+−=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

3

8









−=

+=

yx
dt

dy

xy
dt

dx

44

45









+−=

+=

xy
dt

dy

yx
dt

dx

8









−=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

4

2









−=

+−=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

8

3
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РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ЗАДАНИЯ 

 КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №2. 

 

Задание 1. Найти неопределенные интегралы. 

 

а)

2 2

4 2 2

1 1 1
ln

1 2 1 4 12

t xxdx dt x
C

x t xdt xdx

 = += = = + − − −= 
∫ ∫ ; 

б)  

2 1 2

(2 1)cos3 1
cos3 sin3

3

u x du dx

x xdx
dv xdx v x

= + = 
 + = =
 = = 
 

∫   

2 1 2 2 1 2
sin3 sin3 sin3 cos3

3 3 3 9

x x
x xdx C x x C

+ += − + = + +∫ ; 

в) 

2

2

1 1
(2 4 5) (4x 4) 2 2

2 1 2 2

1 12 4 5 1
2 2

t x x x
x

dx
x x x t dx dt

 ′= − + = − = − + = = 
− +  = + ⇒ = 

 

∫  

2 2 2
2

1 2 1 1 3 1 3

2 1 2 2 26 6 6
2 2 2 4 5

2

t t t dt
dt dt dt

t t t
t t t

+ + += = = + =
+ + ++ + − − +

∫ ∫ ∫ ∫

2

26 2 3
ln 6

2 2 2 2

u t
u t t C

du tdt

 = +
= = + + + + = = 

 

2 23
2 4 5 ln 2 2 4 8 10

2
x x x x x C= − + + − + − + + . 

Ответ: а) 

2

2

1 1
ln

4 1

x
C

x

+ +
−

, б) 
2 1 2

sin3 cos3
3 9

x
x x C

+ + + ,  

в) 
2 23

2 4 5 ln 2 2 4 8 10
2

x x x x x C− + + − + − + +  

 

Задание 2. Вычислить несобственный интеграл (или установить рас-

ходимость): 
2

0 1

xdx

x

∞

+∫ . 
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Решение.  

( ) ( )
2

2 2

2 2 0
0 0

11
lim 1 lim 1 1

21 1

b

b b

d xxdx
x b

x x

∞ ∞

→∞ →∞

+
= = + = + − = ∞

+ +∫ ∫ . 

         Ответ: несобственный интеграл расходится. 

 

Задание 3. Решить задачи: 

а) найти площадь фигуры, ограниченной линиями: y=x+3 и y=x
2
+3x. 

Решение.  

Найдем точки пересечения и построим заданные линии. 
2

2

3 2 3 0

3 3

y x x x

y x x y x

= +  + − =
⇔ ⇔ = + = + 

 

 

1

1

2

2

3,

0;

1,

4.

x

y

x

y

 = −
 =
 =
 =

 , т.е. a=–3, b=1.   

 

Тогда 
1

2

3

((x 3) ( 3 )) dxS x x
−

= + − + =∫  

1

2

3

( 2 3) dxx x
−

= − + − =∫

( )
1

3
2

3

1 2
3 1 3 9 9 9 10

3 3 3

x
x x

−

   = − + − = − + − + − + + =   
  

 

б) вычислить длину дуги кривой:  

 

( )
( )

5 sin ;

5 1 cos ,

x t t

y t

= −


= −

       для 0 t π≤ ≤ .         

 Решение. 

( )(t) 5 1 cos ;

(t) 5sin .

x t

y t

′ = −
 ′ =
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2 2

0 0 0

25(1 cost) 25sin 5 2 2cos 5 2 1 cosL tdt tdt tdt

π π π

= − + = − = − =∫ ∫ ∫

2 2 2 2

0 0

0

5 2 sin cos (cos sin ) 10 sin
2 2 2 2 2

20cos 20 cos cos 0 20
2 2

t t t t t
dt dt

t

π π

π π

= + − − = =

 = − = − − = 
 

∫ ∫
 

          Ответ: а) 2
10

3
;  б) 20. 

 

Задание 4. Найти решение дифференциального уравнения первого 

порядка: 

а)  ln 0,xy y y′ + =    (1) ey = . 

Решение. 

ln
dy

x y y
dx

= − ; 

Разделяем  переменные: 

ln

dy dx

y y x
= − ; 

интегрируем: 

ln

dy dx

y y x
= −∫ ∫ ; 

ln ln ln lny x C= − + ; 

ln ln ln
C

y
x

= ; 

lny
C

x
= ; 

y
C

xe= ; 

найдём частное решение, удовлетворяющее начальному условию 

(1) ey = :  

1Ce e C= ⇒ = . 

б) 
2 y

y
x y

′ =
+

                                                 

Замена: 

y ux=   и y u x u′ ′= + .  
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Тогда  уравнение  примет  вид  

u
u

u
xu −

+
=′

1

2
. 

Разделяем  переменные  

(1 ) 2

(1 ) 1

u du dx du du dx

u u x u u x

+ = ⇒ + =
− −

; 

и  интегрируем  

2
ln 2 ln 1 ln | | ln | | ln ln | |

(1 )

u
u u x C С x

u
− − = + ⇒ =

−
. 

Выполнив  обратную  замену  
y

u
x

= ,  имеем  

2

1
y y

C x
x x

 = − 
 

. 

 

 Ответ: а) 

1

y xe= ;  б) 

2

1
y y

C x
x x

 = − 
 

. 

 

Задание 5. Найти решение линейного дифференциального уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами. 

xxeyyy 496 =+′−′′ . 
Решение. 

Общее решение линейного неоднородного уравнения, ищем в ви-

де .   

Составим характеристическое уравнение: 
2 6 9 0k k− + = . 

Его можно представить в виде 
2( 3) 0k − = . Значит, корни характери-

стического уравнения действительные и равные 
1 2 3k k k= = = . По-

этому общее решение дифференциального уравнения имеет вид 

3

1 2
(C C x)x

oo
y e= + ,  − произвольные постоянные. 

Частное  решение  будем  искать  в  виде  

( ) x

чнy A x В e= +   

Подставим  это  выражение  в  уравнение  и  сократим  на  
xe :  

2 6 6 6 9 9 4A Ax B A Ax B Ax B x+ + − − − + + = ; 

нчооно yyy +=

21,CC
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4 4 4 4Ax A B x− + = . 

Приравнивая  коэффициенты  при  х  и  свободные  члены,  по-

лучим:  

4 4;

4 4 0,

A

A B

=
− + =

 

Откуда,  

 1A = , 1B = (x 1) e x

чнy⇒ = + . 

Тогда  общее  решение  будет  иметь  вид 

3

1 2
(C C x) (x 1)x xy e e= + + + . 

Ответ: 
3

1 2
(C C x) (x 1)x xy e e= + + + . 

 

Задание 6. Решить систему дифференциальных уравнений. 

;

2 2 .

d x
x y

dt

d y
y x

dt

 = −


 = −


 

Из  первого  уравнения  находим    

dx
y x

dt
= −  

и  подставляем  во  второе  уравнение   
2

2
3 0.

d x d x

d t d t
− =  

Составим  характеристическое  уравнение 
2

1 23 0 0 ; 3k k k k− = ⇒ = = . 

Тогда 
teCCx 3

21 +=  
и  

3

1 22 tdx
y x C C e

dt
= − = − . 

Ответ: 

3

1 2

3

1 2

;

2 .

t

t

x C C e

y C C e

 = +


= −
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ПРОГРАММА КУРСА ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ                           

(III СЕМЕСТР) 

 

Тема 11. Ряды 

1. Определение числового ряда. Сходящиеся и расходящиеся ря-

ды. Геометрический и гармонические ряды. Необходимое условие 

сходимости ряда. 

2. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными 

членами. Признак сравнения. Предельный признак сравнения. Признак 

Даламбера. Радикальный признак Коши. Интегральный признак Коши. 

3. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость 

знакопеременных рядов. 

4. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница сходимости зна-

кочередующегося ряда. Оценка погрешности при замене суммы знако-

чередующегося ряда частичной суммой. 

5. Функциональные ряды. Область сходимости функционального 

ряда. 

6. Степенные ряды. Интервал сходимости. Радиус интервала схо-

димости. Определение области сходимости степенного ряда. 

7. Ряды Тейлора и Маклорена. 

8. Разложения в степенной ряд функций , , , , 

, . 

9. Применение степенных рядов для приближенных вычислений 

значений функций, интегралов, приближенного решения дифференци-

альных уравнений. 

10. Понятие о гармонических функциях. Сумма гармоник с крат-

ными частотами. Тригонометрический ряд. 

11. Ортогональная система функций. Основная тригонометриче-

ская система. Ряд Фурье для функции, заданной на промежутке (-l, l). 

12. Теорема Дирихле о разложении функции в ряд Фурье. 

13. Сдвиг основного промежутка. Формулы для разложения в ряд 

Фурье функций, заданных на промежутке (0, 2l) и на произвольном 

промежутке. 

14. Ряды Фурье для четных и нечетных функций. 

 

Тема 12. Функции нескольких переменных 

1. Функции нескольких переменных. Основные понятия.  

2. Предел и непрерывность функции нескольких переменных. 

3. Частные производные функции нескольких переменных. Гео-

метрический смысл частных производных первого порядка функции 

двух переменных. 

xe xsin xcos arctgx

)1ln( x+ mx)1( +
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4. Дифференцируемость и полный дифференциал функции не-

скольких переменных. Необходимое и достаточное условия диффе-

ренцируемости. Связь между дифференцируемостью и непрерывно-

стью функции нескольких переменных.  

5. Дифференцирование сложной функции нескольких перемен-

ных. Полная производная. 

6. Дифференцирование функции нескольких переменных, задан-

ной неявно. 

7. Касательная плоскость и нормаль к поверхности.  

8. Частные производные и дифференциалы высших порядков 

функции нескольких переменных. 

9. Экстремум функции двух переменных. Необходимое и доста-

точное условия существования  экстремума.  

10. Наибольшее и наименьшее значения функции двух перемен-

ных. 
 

Тема 13. Кратные и криволинейные интегралы 

1. Двойной интеграл. Вычисление в декартовой системе коорди-

нат. 

2. Замена переменных в двойном интеграле. Вычисление двойно-

го интеграла в полярной системе координат. 

3. Вычисление площадей плоских фигур и объемов тел. 

4. Тройной интеграл. 

5. Замена переменных в тройном интеграле. Цилиндрические и 

сферические координаты. 

6. Вычисление объемов тел. 

7. Криволинейный интеграл первого рода (по длине дуги). 

8. Криволинейный интеграл второго рода (по координатам). 

9. Независимость криволинейного интеграла от пути интегриро-

вания. Формула Грина. 

10. Нахождение функции по ее полному дифференциалу. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



127 

 

 

11. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 
 

11.1 Основные понятия 

 

Литература: [2], Т.3, гл. I, § 1.2 

[7], Т.2, гл. XIII, § 2 

[9], Ч.3, гл. 15, § 15.1 

 

Рядом называется выражение вида , где 

, называемые членами ряда, являются членами беско-

нечной последовательности. Они могут быть числами и функциями, 

соответствующие ряды называются числовыми, функциональными. 

Сокращенно ряд обозначается символом , где  называет-

ся общим членом ряда. 

Сумма n первых членов ряда  называется ча-

стичной суммой. 

Если при неограниченном увеличении числа слагаемых числового 

ряда существует конечный предел частичной суммы , то он 

называется суммой ряда и записывается . Числовой ряд в 

этом случае называется сходящимся. В противном случае (предел ча-

стичной суммы не существует или равен бесконечности) ряд называет-

ся расходящимся. Расходящийся ряд суммы не имеет. 

 

11.2 Необходимый признак сходимости рядов 

 
 

Применение рядов в любой прикладной задаче предполагает ис-

следование этого ряда на сходимости. Решение этого вопроса начина-

ется с применения необходимого признака сходимости ряда, сформу-

лированного в теореме: если данный ряд сходится, то предел общего 

члена ряда  при неограниченном возрастании номера n равен нулю, 

т. е. . 

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно: из равенства ну-

лю предела общего члена при n→∞ еще не следует сходимость этого 

ряда. Справедливость этого положения видна на примере гармониче-
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ского ряда . Для него выполняется необходимый признак сходи-

мости , однако гармонический ряд расходится. 

Непосредственно из теоремы вытекает достаточной признак рас-

ходимости ряда: если предел общего члена числового ряда при не-

ограниченном увеличении n не равен нулю, то данный ряд расходится. 

С помощью этого признака иногда легко установить расходи-

мость ряда. Примеры таких рядов приведены ниже. 

Пример 1. Дан ряд: Исследовать его на 

сходимость. 

Решение. Общий член ряда . Предел его при n→∞ не 

существует. Ряд расходится. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд . 

Решение. Так как , то ряд расходится. 

 

11.3. Достаточные признаки сходимости рядов 

с положительными членами 

 

Литература: [9], Ч.3, гл. 15, §§ 15.2, 15.3 
 

Ряд , у которого все члены ─ положительные числа, называ-

ется положительным рядом. Рассматрим некоторые достаточные при-

знаки сходимости и расходимости положительных рядов, наиболее 

часто применяемые на практике. 

 

11.3.1. Признак сравнения 

 

Пусть ряды  и  положительные, а члены первого ряда

, начиная с некоторого номера, не превосходят соответствующих 

членов второго ряда , т.е. . Тогда, если сходится ряд  
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, то сходится и ряд  . Если же ряд  расходится, то рас-

ходится и ряд  . 

Для сравнения с исследуемыми рядами часто применяются сле-

дующие ряды: 

1) ряд геометрической прогрессии , который сходится 

при  и расходится при ; 

2) обобщённый гармонический ряд , который сходится при 

 и расходится при . 

Пример 1. Исследовать ряд  на сходимость. 

Решение. Данный ряд сравним с расходящимся гармоническим 

рядом. Между членами этих рядов очевидно соотношение . 

Так как гармонический ряд расходится, то расходится и данный ряд. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд . 

Решение. Возьмём сходящийся ряд убывающей геометрической 

прогрессии . Очевидно, что . Поэтому согласно 

теореме сравнения из сходимости ряда с большими членами следует 

сходимость ряда . 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд . 

Решение. Возьмём ряд … Очевидно, что все 

члены этого ряда, начиная с третьего удовлетворяют условию 

. Так как ряд  сходится (как ряд убывающей геометри-

ческой прогрессии), то данный ряд также сходится. 
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11.3.2. Предельный признак сравнения 

 

Этот признак применяется на практике гораздо чаще, чем рас-

смотренный выше признак сравнения и формулируется следующим 

образом: если существует конечный отличный от нуля предел отноше-

ния общих членов положительных рядов при n→∞                                   

( lim 0,n

n
n

a
k

b→∞
= ≠ ≠ ∞ ), то эти ряды ведут себя одинаково в смысле схо-

димости (т.е. либо оба сходятся, либо оба расходятся). 

Предельный признак сравнения положительных рядов особенно 

удобно применять, когда общий член ряда представляет собой дробно-

рациональную функцию от n. 

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд . 

Решение. Сравним данный ряд с рядом , который, как из-

вестно, сходится (как обобщённый гармонический ряд при ). 

. 

Исследуемый ряд так же сходится. 

Замечание. Если, как в примере 1, общий член ряда  пред-

ставляет собой дробно-рациональную функцию относительно от n, то 

общий член ряда для сравнения удобно брать в виде , где m − 

разность между степенями многочленов знаменателя и числителя . 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд . 

Решение. Сравним данный ряд с гармоническим . 

. 

Отсюда, так как предел конечен, то исследуемый ряд ведёт себя 

так же, как и гармонический, т.е. расходится. 
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11.3.3. Признак Даламбера 

Если для положительного ряда  существует предел вида 

, то этот ряд сходится при  и расходится при . 

При  признак Даламбера не решает вопроса о сходимости ряда. 

 

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд . 

Решение.  

Здесь . Для получения  заменим в формуле  все n 

на n+1. Получим . Тогда 

. 

По признаку Даламбера исследуемый ряд сходится. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд . 

Решение. Здесь , . Применяем признак 

Даламбера: 

. 

Ряд расходится. 

 

11.3.4. Радикальный признак Коши 

Если для положительного ряда  существует предел 

, то при l<1 данный ряд сходится, а при l>1 − расходится. 

При l=1 радикальный признак Коши, как и признак Даламбера, не дает 

ответа на вопрос о сходимости ряда. 

Пример 3.  Исследовать  сходимость  ряда  
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Вычислим  предел 

3
1

3 1
lim lim lim 1 ряд   сходится .

23 2 3
3

n
n

n n n

n na
n

n

→ ∞ → ∞ → ∞

++= = = < ⇒
+ +

 

11.3.5. Интегральный признак Коши 

 

Пусть общий член ряда представляет собой значение функции 

 при , т.е. . Если при этом функция  моно-

тонно убывает в некотором промежутке , где , то дан-

ный ряд сходится, если сходится несобственный интеграл , и 

расходится, если этот несобственный интеграл расходится. Из этой 

теоремы вытекает важное для практики следствие: для сходящегося 

ряда с общим членом, удовлетворяющим условиям теоремы, остаток 

ряда можно оценить из соотношения . 

Рассмотрим примеры применения интегрального признака Коши. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд . 

Решение. Так как  является значением функции 

 при  и эта функция непрерывна и монотонно убы-

вает в промежутке , то исследуем на сходимость несобствен-

ный интеграл 

. 

Интеграл расходится. Следовательно, расходится и данный ряд. 
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11.4. Сходимость и расходимость знакопеременных рядов. Знако-

чередующиеся ряды. Теорема Лейбница 

 

Литература: [9], Ч.3, гл. 15, § 15.4 

 

Определение 1. Ряд называется знакопеременным, если среди 

его членов имеется бесконечное число как положительных, так и от-

рицательных членов. 

Определение 2. Знакопеременный ряд, члены которого имеют 

чередующиеся  знаки,  называется  знакочередующимся  рядом. 

Такой  ряд  имеет  вид  ...4321 +−+− aaaa ,  где  все  0na > . 

Теорема Лейбница. Если в знакочередующемся ряде члены ряда 

удовлетворяют   условиям: 

1. ...321 >>> aaa ; 

2. 0lim =
∞→ n

n
a , 

то  ряд  сходится,  и  его  сумма  не  превосходит  первого  члена. 

Знакопеременный ряд называется абсолютно сходящимся, 

если сходится ряд, составленный из модулей его членов . 

Теорема об абсолютной сходимости ряда: если сходится ряд, со-

ставленный из модулей членов данного ряда , то данный знако-

переменный ряд  также сходится (т.е. является абсолютно схо-

дящимся). 

Ряд называется условно сходящимся, если он сходится, а 

ряд, составленный из модулей его членов , расходится. 

Основные свойства абсолютно и условно сходящихся рядов: 

1) абсолютно сходящийся ряд остается сходящимся и не меняет 

величины суммы при любой перестановке его членов; 
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2) изменяя порядок следования членов в условно сходящемся ря-

де, можно сделать сумму ряда равной любому наперед заданному чис-

лу или даже сделать ряд расходящимся; 

3) если знакопеременный ряд сходится абсолютно, то сходятся 

ряды составленные только из его положительных или только отрица-

тельных членов; если же ряд сходится условно, то упомянутые выше 

ряды сходятся. 
Пример 1. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

ряд ...
17

1

10

1

5

1

2

1 +−+− . 

Замечаем,  что  
2

1

1
na

n
=

+
  и  тогда  по  теореме  Лейбница 

1.  ...
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1 >>>> ;  

2. 0
1

1
lim

2
=

+∞→ nn
,  т.е.  ряд  сходится. 

Составим ряд из модулей его членов: 
2

1

1

1n n

∞

= +∑ . 

 

Сравним данный ряд с рядом , который, сходится (как 

обобщённый гармонический ряд при ). 
2

2
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1
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. 

Исследуемый ряд так же сходится. Следовательно, данный ряд − 

абсолютно сходящийся. 

 

Пример 2. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

ряд . 

Решение. Рассмотрим ряд . Применим для 

исследования его на сходимость признак Даламбера: 
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Ряд сходится. Следовательно, данный ряд абсолютно схо-

дящийся. 

 

Функциональные ряды 
 

11.5. Основные понятия 

 
 

Литература: [9], Ч.3, гл. 15, § 15.6 

 
 

Ряд, членами которого являются функции от некоторого аргумен-

та, называется функциональным: 

. 

При фиксированном значении x из функционального ряда полу-

чаем числовой ряд. Множество значений x, при которых получаемые 

числовые ряды сходятся, называется областью сходимости функцио-

нального ряда. Так как значение суммы ряда зависит от значения пе-

ременной x, то сумма функционального ряда также является функцией 

от x. 

 

11.6. Степенные ряды. Интервал сходимости 

 

Литература: [9], Ч.3, гл. 15, § 15.7 

 

Степенным рядом называется функциональный ряд вида 

. 

Здесь − числа, называемые коэффициентами ряда. 

Заменой  данный ряд приводится к виду . 

Основное свойство степенных рядов состоит в том, что если сте-

пенной ряд сходится при , то он сходится и притом аб-

солютно при всяком значении x, удовлетворяющем условию  

(теорема Абеля). 

Одним из следствий этой теоремы является факт существования 

для каждого степенного ряда  интервала сходимости (-R, R) c 
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центром в начале координат, внутри которого степенной ряд абсолют-

но сходится, а вне его расходится. На концах интервала в точках 

 и , ряд может сходится или расходиться. Число  

называется радиусом интервала сходимости ряда. 

Легко заметить, что для ряда  центром интервала 

сходимости является не начало координат, а точка х=х0 и интервал 

сходимости имеет вид . 

Для отыскания радиуса сходимости можно использовать один из 
следующих способов. 

1. Применить непосредственно признак Даламбера, т.е. находить 

интервал сходимости, решая неравенство: 

. 

Здесь  − общий член данного ряда. 

2. Если среди коэффициентов ряда быть может 

лишь конечное число равных нулю, то 

. 

Пример 1. Найти область сходимости степенного ряда . 

Решение. Для данного ряда , тогда . 

Определяем радиус сходимости ряда: 

. 

Интервал сходимости ряда (-2, 2). Для определения области схо-

димости ряда, исследуем его в граничных точках интервала. 

При  ряд имеет вид , а при  − . Эти 

ряды расходятся, так как предел общего члена каждого ряда при n→∞ 

отличен от нуля. Итак, область сходимости степенного ряда (-2, 2). 

Пример 2. Найти область сходимости ряда . 
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Решение. Так как все коэффициенты при нечетных степенях х 

равны нулю, то вычислить радиус интервала сходимости непосред-

ственно по формуле нельзя. Применим признак Даламбера. 

, . 

Ряд сходится, если 

 

Данное условие выполняется при любом значении х. Значит, ряд 

сходится на всей числовой оси ( ). 

 

11.7. Дифференцирование и интегрирование степенных рядов 

 

Степенной ряд можно почленно дифференцировать и интегриро-

вать на любом отрезке, целиком принадлежащем интервалу сходимо-

сти. Полученный при этом ряд имеет тот же интервал сходимости и 

его сумма внутри этого интервала равна соответственно производной 

и интегралу от суммы первоначального ряда. 

Пример 1. Найти сумму ряда . 

Решение. Вначале найдем промежуток, где данный ряд сходится. 

. 

Следовательно, интервал сходимости ряда (-1, 1). Исследуем ряд 

на его границах. При  ряд имеет вид  (гармонический ряд, 

расходится). При  получаем сходящийся (по признаку Лейбни-

ца) знакочередующийся ряд . Итак, область сходимости дан-

ного ряда ─ промежуток [-1, 1). 

Возьмем теперь ряд вида . При  его сумма легко 

считается: . 

Почленное интегрирование этого ряда дает заданный ряд: 

. Поэтому . 
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11.8. Ряды Тейлора и Маклорена. 

Разложение функций в степенные ряды 

 

Литература: [9], Ч.3, гл. 15, § 15.8 

 

Рядом Тейлора для бесконечно дифференцируемой в точке  и 

некоторой ее окрестности функции  называется степенной ряд 

вида 

 

Необходимое и достаточное условие сходимости этого ряда к 

функции , т.е. условие того, что , есть 

. Здесь Rn(x) – остаточный член ряда Тейлора. Одно из 

его выражений, полученное Лагранжем, имеет вид 

, где с – некоторая точка, определяемая 

выражением . 

Заметим, что при  получаем ряд вида 

 , 

который называется рядом Маклорена. 

Для разложения функции в степенной ряд используют следующие 

приемы. 

1. Функция  непосредственно разлагается в ряд Тейлора, что 

производят за несколько этапов: 

а) вычисляют производные всех порядков функции  в точке 

 и формально cоставляют ряд Тейлора; 

б) находят область сходимости полученного ряда; 

в) выполняют проверку условия , т. е. определяют 

сходимость ряда. 

 

 

2. Используют табличные разложения: 
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; 

; 

; 

 

. 

3. Используют сложение (вычитание) рядов и умножение ряда на 

некоторое выражение. 

Например, если ,то ряд для  умножают на . 

4. Используют дифференцирование и интегрирование рядов. 

Например, для функции  ряд можно получить дифферен-

цированием ряда . 

 

11.9. Приложения степенных рядов 

 

Литература: [9], Ч.3, гл. 15, § 15.9 

 

Для приближенного вычисления значения функции в некото-

рой точке можно использовать следующий прием. Разложить эту 

функцию в степенной ряд. В полученном разложении положить  

и в качестве приближенного значения  взять сумму определен-

ного числа членов ряда (в зависимости от требуемой точности). Оцен-

ку точности находят на основании оценки остатка ряда .  

В частности, если ряд знакочередующийся, то ошибка не превы-

шает по абсолютной величине модуля первого из отброшенных чле-

нов. 

Пример. Вычислить приближенно , ограничиваясь первы-

ми двумя членами ряда Маклорена для функции , и оценить по-

лучившуюся при этом погрешность. 

Решение. При любом  справедливо разложение 
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При  имеем  . 

Приближенно в соответствии с заданным условием 

. 

Так как ряд знакочередующийся, то ошибка не превосходит пер-

вого из отброшенных членов . 

Неопределенные и определенные интегралы, а также некото-

рые несобственные интегралы, вычисляются аналогично (подынте-

гральная функция раскладывается в степенной ряд). 

Пример 3. Вычислить  с точностью до 0,01. 

Решение. Разложим подынтегральную функцию в ряд 

 

Отсюда  

. 

Здесь для получения заданной точности можно ограничиться 

суммой первых двух членов (т.к. ряд знакочередующейся и уже третий 

член меньше 0,01). 
 

На практике способы интегрирования дифференциальных 

уравнений с помощью рядов применяют, когда решение дифферен-

циального уравнения в элементарных функциях невозможно. Один из 
таких способов ─ способ последовательных дифференцирований, 

применяется, когда требуется найти частное решение, удовлетворяю-

щее заданным начальным условиям. Тогда для целого ряда дифферен-

циальных уравнений искомое решение можно искать в виде ряда Тей-

лора 
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Значение производных в точке  определяется из начальных 

условий и последовательного дифференцирования данного дифферен-

циального уравнения. Недостаток данного метода заключается в том, 

что обычно не удается найти формулу общего члена ряда. 

Пример 4. Найти в виде степенного ряда решение дифференци-

ального уравнения , удовлетворяющее следующим началь-

ным условиям . 

Решение. Решение ищем способом последовательного дифферен-

цирования. Для этого искомую функцию у представляем в виде ряда 

Тейлора 

 

Значения  (из начальных условий). Значение 

 получается непосредственно из дифференциального уравнения 

, при  имеем . 

Продифференцировав заданное уравнение, получим 

. 

Аналогично получаем производные более высокого порядка: 

, ,...,

. 

Отсюда при получаем  , 

 , ,… 

Подставив эти значения в ряд, получаем частное решение в виде 

 
 

11.10. Ряды Фурье. Разложение функций в ряд Фурье 

 

Литература: [9], Ч.3, гл. 15, §§ 15.10, 15.11 

 

Ряд Фурье – это один из видов функционального ряда. Его члена-

ми являются тригонометрические функции, образующие ортогональ-

ную систему, а коэффициенты определяются по формулам Фурье. 

Тригонометрическая система функций 
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является ортогональной на промежутке [-l, l] (как впрочем на любом 

промежутке длиной 2l). Это означает, что интеграл по этому проме-

жутку от произведения любых двух функций этой системы равен ну-

лю, что можно показать непосредственно. 

Для функции, заданной на промежутке (-l, l), ряд Фурье имеет вид 

, 

его коэффициенты вычисляются по формулам Фурье 

, , . 

Формально ряд Фурье можно составить для любой функции, ин-

тегрируемой на промежутке (-l, l). Условия, при которых сумма этого 

ряда равна заданной функции, определяются теоремой Дирихле: если 

периодическая функция f (x) имеет период 2l и является кусочно-

гладкой в промежутке (-l, l), то ее ряд Фурье сходится при всех значе-

ниях х, причем в точках непрерывности функции сумма этого ряда 

равна значению функции, а в точках разрыва эта сумма равна средне-

му арифметическому предельных значений функции слева и справа в 

этих точках . 

Заметим, что в ряд Фурье можно разложить и непериодическую 

кусочно-гладкую функцию f (x), заданную лишь в интервале (-l, l). По-

лученный ряд является сходящимся на всей числовой оси, а его сумма 

есть периодическое продолжение функции f (x) на всю числовую ось. 

Исключение составляют лишь точки разрыва, в которых сумма ряда 

равна среднему арифметическому левого и правого пределов периоди-

ческого продолжения данной функции. 

Если выполняются условия Дирихле, то функция разложима в ряд 

Фурье и в случае, когда она задана на отрезке [0, 2l] и даже на любом 

отрезке [а, а+2l]. 

В частных случаях, если функция f (x) – четная, то ее ряд Фурье 

содержит только косинусы: 

. 

Если функция f(x) – нечетная, то ее разложение содержит только 

синусы: 

. 

∑ 
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Замечание. Функция, заданная в интервале (0, l) может быть про-

должена на промежуток (-l, 0) либо четным, либо нечетным образом и 

разложена в ряд Фурье по косинусам или по синусам. 

Пример. Разложить в ряд Фурье заданную в промежутке 

функцию  

Решение. Вычислим коэффициенты Фурье: 

; 

 

 

; 

 

. 

Искомое разложение имеет вид 

. 

График заданной функции изображен на рис. 11.1 (а), график 

суммы ряда Фурье ─ на рис. 11.1 (б). 
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 Рис. 11.1 

 

12. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 

12.1. Основные понятия 

 

Пусть задано множество D упорядоченных пар чисел. 

Определение. Соответствие f, которое каждой паре чисел (х, у) D 

сопоставляет одно и только одно число z R, называется функцией 

двух переменных, определенной на множестве D, и записывается в ви-

де . При этом х и у называются независимыми переменны-

ми (аргументами), а z – зависимой переменной (функцией). Множе-

ство  называется областью определения функции. Множе-

ство значений, принимаемых в области определения, называется обла-

стью изменения этой функции и обозначается . 

Пример 1. Площадь S прямоугольника со сторонами, равными х и 

у находится по формуле S=x·y. Паре переменных х и у соответствует 

определенное значение площади S прямоугольника, другими словами 

S=S(х, у) есть функция двух переменных х и у. Областью определения 

этой функции является множество D={(х, у)│x>0,·y>0}. 

Аналогично можно ввести понятие функции любого числа пере-

менных. 

Пример 2. Объем V прямоугольного параллелепипеда со сторона-

ми x, y, z равен V=x·y·z, т.е. V=V(x, y, z) есть функция трех переменных 

x, y и z. Областью определения этой функции является множество 

D={(х, у, z)│x>0,·y>0, z>0}. 

Понятие функции двух независимых переменных допускает гео-

метрическое истолкование. Каждой точке (х, у)  в системе ко-

∈
∈
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ординат Oxyz соответствует точка М (х, у, f (х, у)). Совокупность всех 

таких точек представляет собой некоторую поверхность в простран-

стве, которая будет являться графиком функции . 

Пример 3. Уравнение  сферы радиуса R задает 

неявно функцию  двух переменных. Разрешив это уравнение 

относительно z, получим уравнения двух поверхностей 

 ─ нижняя со знаком «-» и верхняя со знаком «+» 

полусферы. Областью определения функции является круг радиуса R: 

. 

 

12.2. Предел и непрерывность функции нескольких переменных 
 

Понятия предела и непрерывности рассмотрим на примере функ-

ции двух переменных. 

Определение. δ-окрестностью точки 
0M (x0, y0) называется мно-

жество точек (х, у), расположенных внутри окружности радиуса δ с 

центром в точке 
0M : 

2 2

0 0(x x ) (y y ) δ− + − <  

Определение. Число А называется пределом функции f (х, у) при 

х→x0, у→y0,  если для любого положительного числа ε найдется такая 

δ-окрестность точки P0(x0, y0), что для любой точки P(x, y) из этой 

окрестности (за исключением, быть может, самой точки P0), выполня-

ется неравенство : . 

Пример. Найти . 

Обозначим , где d – расстояние от точки (x, y) до 

начала координат. Тогда d→0 при х→0, у→0 и, следовательно, 

. 

Предел функции двух переменных обладает свойствами анало-

гичными свойствам предела функции одной переменной. 

С понятием предела функции связано понятие непрерывности. 

Определение. Функция  называется непрерывной в 

точке (x0, y0), если: 1) функция определена в точке (x0, y0) и некоторой 
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ее окрестности; 2) существует предел функции в точке (x0, y0), который 

равен значению функции в этой точке, т.е. . 

Непреывные функции двух переменных обладает свойствами 

аналогичными свойствам непрерывных функций одной переменной. 

 

12.3. Частные производные функции нескольких переменных 

 

Дадим независимой переменной х приращение x∆ , тогда функ-

ция ( , )z f x y=  получит приращение, которое называется частным 

приращением    z  по  х  и  обозначается 

( , ) ( , )x z f x x y f x y∆ = + ∆ − . 

Аналогично  определяется  частное  приращение  z  по  у: 

( , ) ( , )y z f x y y f x y∆ = + ∆ − . 

Если  же  приращение  получают  одновременно  х  и  у,  то  при-

ращение 

( , ) ( , )z f x x y y f x y∆ = + ∆ + ∆ −  

называется  полным.  

Определение. Частной производной от функции ( , )z f x y=  

по х называется  предел 

0
lim x

x

z z

x x∆ →

∆ ∂=
∆ ∂

,  

или  другие  обозначения: , ( , )x xz f x y′ ′ . 

Аналогично, 
0

lim
y

y

z z

y y∆ →

∆ ∂=
∆ ∂

,  или  , ( , )y yz f x y′ ′ . 

Таким образом, частная производная функции нескольких, 

например, двух переменных определяется как производная функции 

одной из этих переменных при условии постоянства значений осталь-

ной переменной. 

Пример. Найти частные производные функции 

 по каждой из независимых переменных. 

, . 

 

12.4. Дифференцируемость функции и полный дифференциал 
 

Рассмотрим случай функции двух независимых переменных 

Пусть функция  определена в некоторой области D плоско-
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сти Oxy. Предположим, что ее аргументы x и y получили приращения 

∆x и ∆y соответственно. Тогда функция z получит приращение ∆z, 

называемое полным приращением этой функции: 

, 

здесь , . 

Определение. Функция  называется дифференцируе-

мой в области D, если в любой точке  полное приращение 

функции можно представить в виде 

. 

При этом, величина  называется полным 

дифференциалом и . Наконец, вводя обозначения 

, получим окончательно . 

Имеют место следующие теоремы: 

1) если функция  дифференцируема в области D, то она 

непрерывна в этой области; 

2) если функция  имеет непрерывные частные произ-

водные ,  в области D, то она дифференцируема в этой обла-

сти. 

Пример. Полный дифференциал функции , 

рассмотренной в п. 1.3, имеет вид 

. 

 

12.5. Дифференцирование сложной функции 

 

Рассмотрим сложную функцию  и найдем произ-

водную . Для этого запишем условие дифференцируемости 

. Разделим равенство на ∆t и перейдем к 

пределу при ∆t→0. Учитывая, что , получим 

. 
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Формула легко обобщается на случай сложной функции 

, где  : 

. 

Пример. . 

. 

. 

В последние равенства вместо u и v необходимо подставить  и 

 соответственно. 

 

12.6. Частные производные высших порядков 

 

Заметим, что для функции  частные производные 

 и  являются, вообще говоря, функциями 

переменных х и у. Поэтому от них можно находить частные производ-

ные более высокого порядка. Например, частные производные второго 

порядка 

. 

Производные второго порядка снова можно дифференцировать по х и 

у и т.д. Вообще, частная производная n-го порядка есть производная от 

производной (n-1)-го порядка. Например,  есть производ-

ная n-го порядка, причем функция z сначала n-m раз дифференцирует-

ся по у, а затем m раз по х. 

Пример 1. Найти производные второго порядка функции 

. 

, 
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. 

Оказалось, что . 

Имеет место более общее утверждение. 

Теорема. Если функция  дифференцируема дважды в 

некоторой области D, а ее производные  и непрерывны в D, то 

. 

 

12.7. Производная по направлению. Градиент функции 

 

Определение. Производной функции  в некоторой точ-

ке (x, y) по направлению вектора  называется  

, 

где  и  ─ направляющие косинусы вектора . 

Нетрудно заметить, что производная по направлению  равна 

скалярному произведению двух векторов ;
f f

x y

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

 и ( )cos ;cosα β . 

где 
_ _ _

0
cos cosa i jα β= ⋅ + ⋅  орт вектора , тогда формулу для вы-

числения производной по направлению можно записать в виде 
_ _ _

0_

z f f
i j a

x y
a

 ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂
.

 

Определение. Вектор  называется гради-

ентом функции . 

Тогда 
_

0_

z
gradz a
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∂ = ⋅
∂
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т.е. производная по направлению вектора  равна проекции вектора 

 на направление вектора . 

Отметим некоторые свойства градиента: 

1) наибольшее значение производной по направлению равно мо-

дулю градиента: 

; 

2) производная по направлению вектора, перпендикулярного век-

тору градиента, равно нулю. 

Пример 1. Найти производную функции  в 

точке М (0, 1) в направлении вектора . 

Найдем направляющие косинусы вектора : 

. 

Найдем частные производные 

, , , . 

Тогда  

. 

Пример 2. Найти градиент функции  в точке М(2, 4). 

. 

 

 

12.8. Максимум и минимум функции нескольких переменных. 

Необходимое и достаточное условия экстремума 

 

Пусть функция  определена в некоторой области D 

плоскости Oxy и М0(x0, y0) D. 

Определение. Точка М0(x0, y0) называется точкой максимума (ми-

нимума) функции , если существует такая окрестность точ-

ки М0, что для всех точек М (x, y) из этой окрестности, отличных от 

точки М0(x0, y0), выполняется неравенство  (

). 
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Точки максимума и минимума называются точками экстремума, 

а значения функции в этих точках – экстремумами функции. 

Теорема 1 (необходимое условие экстремума).  Если в точке 

М0(x0, y0) дифференцируемая функция  имеет экстремум, то 

в этой точке ее частные производные  и  равны нулю. 

Определение. Точка М0(x0, y0) называется стационарной для диф-

ференцируемой функции , если . 

Теорема 2 (достаточное условие экстремума).  Пусть  функция 

   дважды   дифференцируема   в   области   D,   а   в   точке 

М0 (x0, y0) D 

. 

Тогда в точке М0 (x0, y0) функция : 

1) имеет максимум, если  и  ( ); 

2) имеет минимум, если  и  ( ); 

3) не имеет экстремума, если . 

В случае, когда  или когда частные производные 

первого порядка в точке (x0, y0) не существуют, необходимо провести 

дополнительные исследования. 

Пример. Исследовать на экстремум функцию . 

,  существуют во всех точках об-

ласти определения функции . 

 

 

Итак, О (0, 0) и М (5, 5) ─ стационарные точки функции. 
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. 

В точке О (0, 0) ,  

, значит, в точке О (0, 0) экстре-

мума нет. 

В точке М (5, 5) , , 

,  и , зна-

чит, в точке М (5, 5) функция имеет минимум и 
min (5,5) 125z f= = . 

 

12.9. Наибольшее и наименьшее значения 

функции нескольких переменных 
 

Для определения наибольшего и наименьшего значений диффе-

ренцированной функции  в замкнутой ограниченной области D 

достаточно найти значения этой функции во всех стационарных точ-

ках, принадлежащих этой области (не исследуя каждую из них на экс-

тремум), а также наибольшее и наименьшее значения этой функции на 

границе области. Затем из всех полученных значений выбрать 

наибольшее и наименьшее. 

 

13. КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

13.1. Двойной интеграл. Основные свойства двойного интеграла 

 

Пусть функция  определена и непрерывна в ограни-

ченной замкнутой области D плоскости Oxy. Разобъем область D на n 

элементарных областей Di (i=1, 2,…, n), площади которых обозначим 

через ∆Si (i=1, 2,…, n), а диаметры (наибольшее расстояние между 

точками области) ─ через di (i=1, 2,…, n). В каждой элементарной об-

ласти Di выберем произвольную точку Мi(xi, yi) и составим интеграль-

ную сумму для функции f (x, y) по области D: 
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суммы (1) при n→∞ и , который не зависит ни от способа 

разбиения области D на элементарные области, ни от выбора точек 

вних,  то  этот  предел  называется  двойным  интегралом  от  функции  

f  (x, y) по области D: 

 

1(max 0 )

(x, y) dxdy lim (x , y )

i

n

i i i
n

iD d

f f S
→ ∞ =→

= ∆∑∫∫  

.                    

Выясним геометрический смысл двойного интеграла. Для функ-

ции двух переменных  геометрически величина 

 есть элементарный объем с площадью основания 

 и высотой , и тогда интегральная сумма 

 ─ приближённо равна объёму цилиндрического тела, 

ограниченного снизу областью D, а сверху – поверхностью ( , )z f x y= . 

Поэтому интеграл  равен объему тела, с боковой ци-

линдрической поверхностью и поверхностью  сверху, а 

снизу областью D. 

Итак, с помощью двойного интеграла можно вычислить объем 

тела . В частности, полагая , имеем 

, т.е. с помощью двойного интеграла можно также вычис-

лить площадь плоской фигуры. 

Отметим основные свойства двойного интеграла: 

1) двойной интеграл от алгебраической суммы конечного числа 

непрерывных в области D функций равен алгебраической сумме двой-

ных интегралов по области D от каждой из этих функций: 

 

; 

2) постоянный множитель можно выносить за знак двойного ин-

теграла: 

; 

3) если область D представляет собой сумму конечного числа об-

ластей D1, D2,…, Dk (без общих внутренних точек), а функция f  (x, y) 

непрерывна в каждой из них, то 

0max →i
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. 

 

13.2. Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах 
 

Область интегрирования D называется правильной в направлении 

оси Oy, если она ограничена снизу линией , сверху линией 

 (функции  и  непрерывны) и с обеих сторон 

отрезками прямых  и . При этом всякая прямая, параллель-

ная оси Oy, пересекает границу области не более, чем в двух точках. В 

этом случае область D может быть задана неравенствами 

. 

Вычисление двойного интеграла по такой области сводится к вы-

числению двукратного (повторного) интеграла 

. 

Интегрирование выполняется сначала по переменной y в пределах 

от  до  при фиксированном значении x∈ [a, b] 

(«внутреннее интегрирование»), а затем по переменной x в пределах от 

 до  («внешнее интегрирование»). 

Аналогично, если  область  правильная  в  направлении  оси  Ox, 

то 

. 

Замечание. Если область D не является правильной ни «по x», ни 

«по y», то для сведения двойного интеграла к повторному область D 

следует разбить на конечное число областей D1, D2,…, Dk, правильных 

в направлении оси Ox или оси Oy, и воспользоваться свойством адди-

тивности кратных интегралов (свойство 3). 

Пример. Вычислить интеграл  по области , ограни-

ченной параболой  и прямыми y=0 и x=1. 

Построим область интегрирования: 

. 
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Используем формулу повторного интегрирования, внутреннее ин-

тегрирование проводим по y (поскольку  по  х  интеграл    не 

вычисляется в элементарных функциях). 

 

 

 

13.3. Приложения двойного интеграла. 

Вычисление площадей плоских фигур и объемов тел 

 

Площадь плоской фигуры: ; 

Объем цилиндрического тела: 
1 2( (x, y) (x, y)) dxdy

D

V f f= −∫∫ . 

С помощью двойных интегралов можно вычислять массу плос-

кой фигуры, статистические моменты и координаты центра тяжести 

плоской фигуры, моменты инерции плоской фигуры и т.д. 

 

13.4. Криволинейные интегралы первого рода (по длине дуги) 

 

Пусть в пространстве задана некоторая линия L, а на ней опре-

делена функция ( )f М , где точка LM ∈ . Точка А - начальная точка 

линии L, точка  В  конечная.           
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Если в качестве меры в кратном интеграле взять длину дуги 

кривой,      то  получим  частный  случай  кратного  интеграла,  кото-

рый  называется  криволинейным  интегралом  первого  рода  (КИ-1): 

0
1

( ) lim ( )
i

n

i i
l

iL

f М dl f М l
∀∆ → =

= ∆∑∫ . 

Другие  обозначения  КИ-1:  
( )

( )

( ) ; ( )

B

АВ A

f М dl f М dl∫ ∫ . 

Из  этого  определения  следуют  свойства  КИ-1: 

1.  КИ-1  имеет  те  же  свойства  что  и  кратный  интеграл; 

2. КИ-1 зависит от начальных и конечных точек, но не зависит 

от направления  пути  интегрирования,  т.е. 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

B A

A B

f М dl f М dl=∫ ∫ . 

Замечание. Если линия интегрирования замкнутая, то использу-

ется обозначение  ( )
L

f M dl∫ . 

Так как дифференциал дуги ( ) ( ) ( )2 2 2
( ) ( ) ( )dl x t y t z t dt′ ′ ′= + +   для  

линии  L,  заданной  параметрическими  уравнениями 

1 2

( ) ;

( ) ; ,

( ) ,

x x t

y y t t t t

z z t

=
 = ≤ ≤
 =

 

то  получим  формулу  для  вычисления  криволинейных  интегралов  

первого  рода   

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2 2 2
( , , ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

t

L t

f x y z dl f x t y t z t x t y t z t dt′ ′ ′= + +∫ ∫ .  

Для  плоской  линии  получаем  

( ) ( ) ( )
2

1

2 2
( , ) ( ) , ( ) ( ) ( )

t

L t

f x y d l f x t y t x t y t d t′ ′= +∫ ∫ . 

Если линия плоская и задана в декартовой системе координат 

уравнением ( )y y x=  на отрезке [ ; ]a b , то, выбирая х в качестве пара-

метра, получим  

( )2
( , ) ( , ( )) 1 ( )

b

L a

f x y dl f x y x y x dx′= +∫ ∫ . 
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Пример. Вычислить 
2 2 2

L

dl

x y z+ +∫  вдоль винтовой линии 

cos ;

sin ;

.

x R t

y R t

z V t

=
 =
 =

 от  точки  ( ; 0; 0)A R   до  точки 

1 2

2 2
; ; 0 ;

2 2 4 4

R R V
B t t

π π 
⇒ = =  

 
. 

2 2 2 2 2 24
4

2 2 2 2 2 2

00

arctg arctg .
4

L

dl R V R V Vt R V V
dt

x y z R V t V R R V R R

π π
π+ + += = =

+ + +∫ ∫
 

13.5 Криволинейные интегралы второго рода (по координатам) 

 

Пусть в пространстве задана линия 
1 2

( );

: ( ); ,

( );

x x t

L y y t t t t

z z t

=
 = ≤ ≤
 =

 

на      которой  определена  векторная  функция 

( ) ( ) ( ) ( ) ,F М X М i Y М j Z М k= + +   

где точка LM ∈ . Тогда криволинейный интеграл второго рода опре-

де-ляется  следующим  образом   

( , , ) ( , , ) ( , , )
L

X x y z dx Y x y z dy Z x y z dz+ + =∫  

0
1

0

0

lim ( ) ( ) ( )
i

i

i

n

i i i i i i
x

i
y

z

X M x Y M y Z M z
∀∆ →

=∀∆ →
∀∆ →

= ∆ + ∆ + ∆∑ .   

Из  этого  определения  следует: 

1. Криволинейный интеграл второго рода имеет свойства, анало-

гичные свойствам  1-2  кратных  интегралов.  

2. 

( )

( )

( )

( )

∫∫ ++−=++
B

A

A

B

ZdzYdyXdxZdzYdyXdx , так  как  в  инте-

гральной сумме ii yx ∆∆ , , iz∆   меняют  знак. 
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Замечание. Если линия интегрирования замкнутая, то использу-

ется обозначение 

L

Xdx Ydy Zdz+ +∫ . 

Аналогично, как и для криволинейного интеграла первого рода, 

имеет  место  формула  

L

Xdx Ydy Zdz+ + =∫  

( )
2

1

( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) .

t

t

X x t y t z t x t Y x t y t z t y t Z x t y t z t z t dt′ ′ ′= + +∫  

Если  линия  плоская  и  задана  в  декартовой  системе  коорди-

нат, то 

( ) ( )( ), ( ) , ( ) ( )

b

L a

Xdx Ydy X x y x Y x y x y x dx′+ = +∫ ∫ . 

Пример. Вычислить 
2 2 2 2

( ) ( )
L

x y dx a y b x dy+ + +∫ , где линия 

cos ;
:

sin

x a t
L

y b t

=
 =

   эллипс,  проходимый  против  часовой  стрелки. 

2 2 2 2( ) ( )
L

x y dx a y b x dy+ + + =∫  

( )
2

2 2 2 2 2 2

0

( cos sin )( sin ) ( sin cos ) cosa t b t a t a b t a b t b t d t

π

= + − + + =∫
2

2 2 2 3

0

( cos sin sin cos )a t t ab t a b t dt

π

= − − + =∫  

2 2 22
2

2 3

0
0 00

cos 2 cos 2 sin .
4 2 2

a ab ab
t dt tdt a b t ab

π π π
π

π= − + + = −∫ ∫
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 

Контрольная работа № 3 

«Функции нескольких переменных. Кратные интегралы. Ряды» 

 

Задание 1. Исследовать ряд на сходимость. 
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Задание 2. Исследовать на абсолютную и условную сходимость зна-

кочередующийся ряд. 
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Задание 3. Найти интервал сходимости ряда. Исследовать сходимость 

ряда на концах интервала. 
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Задание 4. Разложить в ряд Фурье функции. 

4.1. а) 
1, 0;

( )
1, 0 .

x
f x

x

π
π

− < ≤
= − < ≤

   

       б)

 

[ ]( ) , 0;1 ,f x x x= ∈ по синусам. 

 

4.2. а) 
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x
f x

x

π
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       б)
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      б)
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[ ]( ) 6 , 0;6 ,f x x x= − ∈ по косинусам. 

 

4.7. а) 
1, 0;

( )
4, 0 .

x
f x

x

π
π

− − < ≤
=  < ≤

   

       б)

 

[ ]( ) 1 2 , 0;1 ,f x x x= + ∈ по синусам. 

 



162 

4.8. а) 
2, 0;

( )
4, 0 .

x
f x

x

π
π

− − < ≤
=  < ≤

   

       б)

 

[ ]( ) 1 3 , 0;1 ,f x x x= + ∈ по косинусам. 

4.9. а) 
4, 0;

( )
1, 0 .

x
f x

x

π
π

− < ≤
=  < ≤

   

       б)

 

[ ]( ) 1 2 , 0;1 ,f x x x= − ∈ по синусам. 

 

4.10. а) 
1, 0;

( )
3, 0 .

x
f x

x

π
π

− < ≤
=  < ≤

   

         б)

 

[ ]( ) 1 3 , 0;2 ,f x x x= − ∈ по косинусам. 

 

Задание 5. Найти экстремум функции двух переменных. 

5.1.  132
22 +−+= yxyxz  5.6. yxyxyxz 96

22 −+++=  

5.2. 8232
22 +−−= yxxyz  5.7. 

2 22 0,5 3z x xy y y= − + −  

5.3. yxxyxz 84
2 +−+=  5.8. yxyxyxz +−+−= 2

22
 

5.4. 122 −++++= yxyxyxz  5.9. 
2 2 9 6  z x xy y x y= − + + −  

5.5. 
2263 yxyxyxz −−−+=  5.10. 4422

22 +−−= yxxyz  

Задание 6. Для заданной  функции  ),( yxfz =   в  точке М найти:       

а) градиент; б) производную по направлению указанного вектора. 

6.1. 435
2 −−−= yxxz ; )1;2(M ; .43 jia +=  

6.2. 
324

23 yxxz += ; )2;1(−M ; jia 512 += . 

6.3. xyyxz
222

53 += ; ; jia += . )1;1(M
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6.4. 
2 2 4

5z x x y
y

= + + − ;  (0;2)M ; jia += 3 . 

6.5. 12
22 ++−= yxyxz ; )1;1(M ; jia 86 += . 

6.6. xyxyz 5
23 ++= ; )1;3(−M ; jia +−= 3 . 

6.7. xyxz
22 += ; )2;1(M ; jia 22 −= . 

6.8. 233
322 −+−= xyxxyz ; (3;1)M ; jia 43 += . 

6.9. 53
322 +−−= yxyyxz ; )1;2(M ; jia −−= 2 . 

6.10. 
22

2 yxyxz ++= ; )2;2(M ; jia 3−= . 

Задание 7. Вычислить площадь области с помощью двойного интегра-

ла. 

7.1. { }2: ; 2 .D y x y x= = −  7.6. { }3: ; 0; 1 .D y x y x= = =  

7.2.
1

: ; 2; 2 .D y y x
x

 = = = 
 

 
7.7. { }4: ; 0; 1 .D y x y x= = = −  

7.3. { }2: ; 0; 2 .D y x y x= = =  7.8. { }2: ; 2 .D y x y x= = +  

7.4. { }: ; 0; 0; 1 .xD y e y x x= = = =  7.9. { }: 2 ; 2; 0 .xD y y x= = =  

7.5. { }: ln ; 0; .D y x y x e= = =  7.10. { }: ; 0; 4 .D y x y x= = =  
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Задание 8. Вычислить криволинейный интеграл II рода. 

8.1.

 

[ ]( 3) ( ) ; : 2 1, 0;1 .
L

x y dx x y dy L y x x+ − + − = + ∈∫  

8.2.

 

[ ]2 2( 3 ) ( ) ; : , 0;1 .
L

x y dx x y dy L y x x− + + = ∈∫  

8.3.

 

[ ]2 2( 6 1) 3 ; : 1, 0;1 .
L

y x dx xdy L y x x− − + = + ∈∫  

8.4.

 

[ ]3 2( 2 2 1) ; : 1, 0;1 .
L

y x x dx ydy L y x x− + + + = − ∈∫  

8.5.

 

[ ]( ) ( ) ; : 2 1, 0;1 .
L

xy dx y x dy L y x x+ − = − ∈∫  

8.6.

 

[ ]2 2(2 8 2) ( 1) ; : 2 , 0;1 .
L

y x dx y dy L y x x− + + − = ∈∫  

8.7.

 

[ ]2 2(124 9) ( 1) ; : 5 1, 0;1 .
L

x dx x y dy L y x x+ + − − = + ∈∫  

8.8.

 

[ ](3 4) ( 3 ) ; : 3 1, 0;1 .
L

x y dx y x dy L y x x+ − + − = + ∈∫  

8.9.

 

[ ]2( 32 4) (2 1) ; : 4 1, 0;1 .
L

x x dx y dy L y x x− + + + = − ∈∫  

8.10.

 

[ ]( 7) (2 3) ; : 3 1, 0;1 .
L

x dx y dy L y x x+ + − = + ∈∫  
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РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ЗАДАНИЯ 

 КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №3. 

 

Задание 1. Исследовать ряд на сходимость. 

а) 

2

4
1 3 1n

n

n

∞

= +∑ . 

Решение. 

Воспользуемся признаком сравнения. Сравним данный ряд с рядом 

2
1

1

n n

∞

=
∑  который сходится, как обобщенный гармонический ряд. Меж-

ду членами этих рядов  выполняется соотношение 

2

4 2

1

3 1

n

n n
<

+
. 

Так как обобщенный гармонический ряд сходится, то по признаку 

сравнения сходится и данный ряд. 

б) 

1

1

!n

n

n

∞

=

+
∑ . 

Решение. 

Применяем признак Даламбера. В этом случае: 
1

!
n

n
a

n

+= ,

1

2 2

( 1)! !(n 1)
n

n n
a

n n
+

+ += =
+ +

. 

Находим 
1

2

(n 2)n! 2
lim lim lim 0 1

!(n 1)(n 1) (n 1)

n

n n n
n

a n

a n

+

→∞ →∞ →∞

+ += = = <
+ + +

.      

Так как получили значение меньше единицы, то по признаку Даламбе-

ра ряд сходится. 

Ответ: а) ряд сходится, б) ряд сходится. 
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Задание 2. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд. 

1

( 1)

( 1) 1

n

n n n

∞

=

−
+ +∑ . 

Решение. 

Рассмотрим ряд 

1 1

1

( 1) 1
n

n n

a
n n

∞ ∞

= =
=

+ +∑ ∑ .   Для исследования ис-

пользуем интегральный признак Коши. Так как 
1

( 1) 1
n

a
n n

=
+ +

 

является значением функции
1

(x)
(x 1) 1

f
x

=
+ +

 и эта функция не-

прерывна и монотонно убывает на промежутке [ )1;∞ , вычисляем ин-

теграл 

1,5

11 1

1
lim 2 lim 2

(x 1)(x 1) 1 1

bb

b b

dx dx

x x

∞

→∞ →∞
= = − =

++ + +∫ ∫ . 

Интеграл сходится, следовательно, сходится абсолютно и данный ряд. 

Ответ: ряд сходится абсолютно. 

Задание 3.Найти интервал сходимости ряда 

1 3

n

n
n

x∞

=
∑ . Исследовать схо-

димость ряда на концах интервала.     

Решение. 

Применяем признак Даламбера
1

1 1
,

3 3

n n

n nn n

x x
u u

+

+ += = . Ряд сходится, 

если 
1 3

lim lim 1
3 3 3

n n

n

n nn n
n

u x x x

u x

+

→∞ →∞
= = < ⇒  ( 3;3)x ∈ − . 
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Исследуем сходимость на концах  интервала: 

При 3x =  получаем ряд вида
1

1
n

∞

=
∑   – ряд расходится, так как 

не выполняется необходимый признак сходимости.  

При 3x = −  получаем 

1

( 1)n

n

∞

=

−∑  – ряд расходится, так как не 

выполняется признак Лейбница.  

Ответ: область сходимости: ( 3;3)x ∈ − . 

 Задание 4. Разложить в ряд Фурье функцию
1, 0,

(x)
1, 0 .

x
f

x

π
π

− − < ≤
=  < ≤

 

Решение. 

Вычисляем коэффициенты Фурье 

0

0

0

1 1
( ) ( 1) 1 0a f x dx dx dx

π π

π ππ π− −

 
= = − + = 

 
∫ ∫ ∫ , 

0

0

1 1
( ) cos ( 1) cos 1cos 0

n
a f x nxdx nxdx nxdx

π π

π ππ π− −

 
= = − + = 

 
∫ ∫ ∫ , 

0

0

1 1
( )sin ( 1)sin 1sin

n
b f x nxdx nxdx nxdx

π π

π ππ π− −

 
= = − + = 

 
∫ ∫ ∫  

( )
0

0

1 1 1 2
cos cos 1 ( 1)

n
nx nx

n n n

π

ππ π−

 
= − = − −  

 

. 

Ответ: ряд Фурье имеет вид ( )
1

2
( ) 1 ( 1) sinn

n

f x nx
nπ

∞

=
= − −∑ . 
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Задание 5.  Найти экстремум функции двух переменных. 

2 2 5z x xy y x= + − − . 

 
Решение. 

2 5 0;

2 0.

z
x y

x

z
x y

y

∂ = + − =∂
∂ = − =
∂

 

 
 
Из  данной  системы,  получаем   2; 1x y= = , 

т.е.  найдена  стационарная  точка: (2; 1)M . 

В точке M : 
22; 1; 2 0A B C AC B= = = − ⇒ − < ⇒ экстрему-

ма  нет. 
Ответ: экстремума  нет. 

Задание 6. Для заданной  функции  
2 lnz x y x y= + +   в  точке 

(3 ; 1 )M найти: а) градиент; б) производную по направлению век-

тора 3 4a i j= − . 

Решение. 

а) Вычислим  частные  производные  в  точке  М: 

2 1
(2 1) 7; 10M

MM M

z z
xy x

x y y

     ∂ ∂= + = = + =     ∂ ∂     
. 

7 10gradz i j= + . 

б)  Определим  направляющие  косинусы  вектора  a :  

3 3 4 4
cos ; cos

5 59 16 9 16
α β −= = = = −

+ +
. 

Тогда   
3 4 19

7 10
5 5 5

M

z

a

 ∂ = ⋅ − ⋅ = − ∂ 
. 

Ответ: а) 7 10gradz i j= + , б) 
19

5
M

z

a

 ∂ = − ∂ 
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Задание 7. Вычислить площадь области  

ln ;

1 1
: ;

2 2

2.

y x

D y x

x

=
 = −


=

 с помо-

щью двойного интеграла.   

Решение. 

Изобразим  данную             

область  на  рисунке  и   

вычислим  ее  площадь: 

2
2 ln 2 2

11 1 1
2 2

1
ln ln

2 2 4 2

x

xD

x x x
S dxdy dx dy x dx x x x

−

  = = = − + = − − + =  
   

∫∫ ∫ ∫ ∫

1 1 5
2ln 2 2 1 1 1 2ln 2 .

4 2 4
= − − + + + − = −  

Задание 8. Вычислить криволинейный интеграл второго рода. 

[ ]2 2( 6 1) 3 : 1, 0;1 .
L

y x dx xdy L y x x− + + = − ∈∫  

Решение. 

Подставим в условие 2
1y x= − , 2dy xdx=  и получим определен-

ный интеграл с пределами интегрирования от 0 до 1. 

1

2 2 2 2

0

( 6 1) 3 (( 1 6 1) 6 )
L

y x dx xdy x x x dx− + + = − − + + =∫ ∫  

11 3
2 2

0 0

1
( 5 6 )

3 3

x
x x dx= − + = =∫ . 
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