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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Одним из аспектов профессиональной деятельности инже-

нера является математическое моделирование процессов и явле-

ний в различных областях техники. Для изучения свойств моде-

лей, расчетов их характеристик исследователь должен иметь необ-

ходимый набор алгоритмов вычислительной математики, позво-

ляющих успешно решать поставленные задачи и владеть способа-

ми их программной реализации.   Такие знания необходимы и при 

использовании современных пакетов прикладных программ, кото-

рые в настоящее время получили широкое распространение среди 

специалистов различных направлений.  

Привлекательность этих программных продуктов объясня-

ется, в частности, возможностью быстрого получения результата 

при сравнительно небольших временных затратах на обучение 

пользователя. Однако «слепое» использование готовых математи-

ческих программ иногда  приводит к побочным негативным эф-

фектам в виде различных сообщений об ошибках и даже к невер-

ным результатам.  

Для пользователя знакомого с элементами теории числен-

ных методов, лежащих в основе  всех математических пакетов, 

устранение указанных издержек работы не составит труда. Кроме 

того, следует иметь в виду, что самый совершенный пакет матема-

тических программ не сможет исчерпать множество нестандарт-

ных ситуаций, возникающих при решении исследовательской за-

дачи. Поэтому создание новых или модификация уже известных 

подходов к решению задач потребует определённых знаний в об-

ласти приближённых вычислений, получение которых будет более 

эффективным, если исследователь владеет основными понятиями 

высшей математики. Таким образом, изучение методов численно-

го анализа и приобретение опыта их использования определяют 

профессиональные качества будущего инженера. 

В книге представлен материал курса численного анализа, 

предусмотренный  программой подготовки инженеров техниче-
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ских специальностей и рассчитанный на изучение методов реше-

ния систем линейных уравнений,  нелинейных уравнений и их си-

стем, методов теории приближения функций одной переменной и 

их применения в численном дифференцировании и интегрирова-

нии, а также приближенных аналитических и численных методов 

решения задачи Коши. 

Среди книг на русском языке, объединяющих систематиче-

ское изложение методов вычислительной математики с лабора-

торными работами известно немного ([12], [20]), и скоро они мо-

гут оказаться раритетными в силу ограниченности тиражей.  

Необходимость пополнения этого небольшого списка изданием 

«универсального» характера явилось одним из побудительных мо-

тивов для написания настоящего пособия. В рамках ограниченного 

объёма авторы попытались изложить методы в максимально до-

ступной форме, сохраняя при этом достаточный уровень строго-

сти, отвечающий требованиям подготовки специалистов, для ко-

торых вычислительная математика не является профильным пред-

метом.  Достигнуты ли указанные цели, судить читателям. 

Другой особенностью настоящего учебника является изло-

жение целого ряда итерационных методов, рассмотренных в не-

скольких разделах, на основе принципа сжимающих отображений, 

использованного для обоснования итерационных схем и установ-

ления их сходимости. Автором некоторых доказательств и графи-

ческого представления интерполяционных полиномов Ньютона, 

Гаусса, Стирлинга и Бесселя в удобном для восприятия виде явля-

ется Л.П. Мироненко. Представленный материал следует рассмат-

ривать не только как руководство для изучения традиционных 

численных методов, но и как стартовую платформу для более глу-

бокого освоения предмета. 

Авторы будут признательны читателям за предложения и 

критические замечания, которые можно направлять по адресу 

lok_ig@mail.ru .     

 

От авторов. 

mailto:lok_ig@mail.ru
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Численные методы часто используются при проектировании 

элементов конструкций и узлов электронной и другой современ-

ной аппаратуры. При этом обычно реализуется следующая схема:  

– постановка задачи в конкретной области исследования; 

– построение математической модели;  

– выбор оптимального аналитического или численного метода; 

– составление алгоритма;  

– разработка программного обеспечения для получения результата 

в точках области существования решения.  

Математические методы делятся на аналитические и числен-

ные. Аналитические методы применяются к математическим мо-

делям с непрерывной областью изменения параметров задачи. Эти 

методы дают наиболее полную информацию об объектах, по-

скольку позволяют получать решения в виде аналитических выра-

жений (формул). Однако класс задач, допускающих точное реше-

ние, сильно ограничен. Поэтому решение подавляющего числа за-

дач осуществляется численными методами. 

Численные методы – это методы приближенного решения 

задач. Численные методы также называют численным анализом, 

или вычислительной математикой.  

В отличие от аналитических методов, численные методы яв-

ляются дискретными, они дают решения в областях изменения не-

зависимой переменной с постоянным или переменным шагом. При 

этом требуется выполнить достаточное количество арифметиче-

ских операций над числовыми массивами. При этом приближён-

ный вычислительный процесс характеризуется некоторыми поня-

тиями – устойчивостью схемы вычисления; сходимостью, точно-

стью, экономичностью, числом параметров метода.  

 Метод называется сходящимся, если при стремлении пара-

метров метода к определённым предельным значениям, последо-

вательность приближений сходится к точному решению, и расхо-

дящимся в противном случае, т.е., если последовательность при-
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ближенных решений не сходится к точному решению, имеет бес-

конечный предел, или предел не существует вообще. 

 Задача является хорошо обусловленной, если при небольших 

изменениях входных данных результаты её решения изменяются 

незначительно (непрерывная зависимость решения от исходных 

данных) и при любых исходных данных из возможного диапазона 

их изменения задача однозначно разрешима.  

   Численный метод называется устойчивым, если результа-

ты расчёта непрерывно зависят от исходных данных задачи (вы-

полняется условие хорошей обусловленности задачи) и погреш-

ность округления, связанная с реализацией метода, при  заданных 

пределах изменения параметров метода, остаётся ограниченной. 

 В численных методах используются два класса методов 

решения уравнений и систем уравнений:  

1) Прямые методы, позволяющие найти решение за определённое 

число операций.  

2) Итерационные методы, основанные на использовании повто-

ряющегося (циклического) процесса и позволяющие получить ре-

шение в результате последовательных приближений. Операции, 

входящие в повторяющийся процесс, составляют итерацию.   

Итерационные методы состоят в последовательном прибли-

жении к истинному решению x . Итерация (от лат. iterario - повто-

рение) - повторение применения какой-либо математической опе-

рации к математическому объекту. 

Итерационный процесс начинается с некоторого начального 

приближения ox  и состоит в последовательном приближении к 

истинному значению корня 1x , 2x ,..., nx . Каждый шаг называется 

итерацией. Если итерационный процесс сходится, то xxn
n




lim .  

Объем вычислений часто определить трудно, поэтому итера-

ции продолжают до получения решения с требуемой точностью. 
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Глава 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
  

Численные методы непосредственно связаны с приближен-

ными вычислениями. Поэтому теория погрешностей является важ-

ной составляющей численных методов.  

Выделяют три причины, приводящие к необходимости ис-

пользования теории погрешностей. 

Первая из них связана с неточностью исходных данных, ко-

торые получены в результате измерений. Эти факторы приводят к 

понятию неустранимой погрешности. 

Следующей причиной является погрешность вычислений. 

Она обусловлена двумя факторами - округлениями числовых дан-

ных, таких как 3,2 , трансцендентных чисел e,  и погрешно-

стью арифметических операций над числами, таких как сумма, 

разность, произведение, частное и т.д.  

Третьей причиной является погрешность метода, использу-

емого при решении задачи. Погрешность метода может быть учте-

на в конечном результате.  

Теория погрешностей решает первые две проблемы – учиты-

вает погрешность исходных данных и погрешность их математи-

ческой обработки. 
 

§ 1. Абсолютная и относительная погрешности 
 

Пусть A  является точным числом (его часто называют ис-

тинным числом), а a  - его приближенное значение. Модуль раз-

ности aA  называется абсолютной  погрешностью  прибли-

женного  числа  a  и обозначается   или а .  

Замечание. Точное число A  часто неизвестно (например, числа 

, е ), поэтому используют верхнюю границу разности aA , пола-

гая a aA sup . 

Величина a  называется абсолютной  погрешностью  при-

ближенного  числа  a . Она связана с относительной погрешно-
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стью, для которой существует ряд определений -  в долях  
 

a
a

a



 , 

0a ; в процентах 
 

a

a


100 %  или в промилле 

 

a

a


1000 ‰. 

Долей чего-либо называют часть от целого, а процентом – ко-

личество сотых долей целого.  Промилле это количество тысячных 

долей чего-либо, содержащегося в целом. Промилле используется, 

например, в химии, геологии, геодезии, а также в горном деле.  

Абсолютная погрешность хуже характеризует точность чис-

ла, чем относительная погрешность. По этой причине в расчетах 

используют относительную погрешность, а не абсолютную.  

Убедимся в этом на простом примере числа  = 3,14159265… 

Возьмем его приближенное значение р = 3,14. Абсолютная по-

грешность 0016,0 p
, а относительная 0005,014,30016,0 p . Те-

перь возьмем число l = 256795 с абсолютной погрешностью 1l , 

которая много превышает p . Его относительная погрешность 

0000039,0256795/1 l . Как видно, хотя  lp  ,  число l 

определено точнее числа р. 
 

§ 2. Значащие цифры числа и правила округления 
 

Значащими цифрами числа называются все цифры в его за-

писи, начиная слева  с первой цифры, отличной от нуля. 

2,3609  все цифры значащие 

0,0267 значащие только 2, 6, 7 

Незначащие цифры обычно учитывают записью числа в показа-

тельной форме 61027,2  . 

2270000 все цифры значащие (замечание) 

61027,2   значащие только 2, 2, 7 

Замечание. Нули справа числа 2270000 будут значащими в двух 

случаях. Если они записаны в общеизвестных соотношениях, 
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например, 1 кг 1000  г, 1 см 10  мм или, если задана погреш-

ность числа, которая меньше числа с нулями.  

Значащие цифры числа могут быть верными и сомнитель-

ными. Количество верных знаков числа отсчитывается от первой 

значащей цифры до первой значащей цифры его абсолютной по-

грешности.  

12,396 ,  =0, 03 Верные знаки 1, 2, 3,  сомнительные 9 и 6  

12,3276, =0, 077 Верные 1, 2, 3, остальные сомнительные. 

В расчетах сохраняют 1-2 знака после верных цифр числа. 

Это, так называемые запасные знаки. 

Последняя цифра абсолютной погрешности приближённого 

числа a  принимается равным 1, если число получено без округле-

ния и 2/1 , если с округлением. 

Если погрешность   числа не указана, то подразумевается, 

что a  имеет точность 2/1  младшего разряда.  Например, абсолют-

ная погрешность числа 42,19a   равна 005,0 . 

Пример. Найти абсолютные и относительные погрешности числа 

...1415654,3 , заданного двумя и тремя значащими цифрами по-

сле запятой. 

Если 14,3a , то 

0016,014,32   ,   %051,0%10014,322  . 

Если 141,3a , то 

00057,0141,33   ,   %018,0%100114,333  . 

Абсолютные   и относительные   погрешности числа a  

принято записывать не более чем с 2-3 значащими цифрами и 

округлять только в большую сторону, т.к. при округлениях грани-

цы неопределённости числа увеличиваются.  

Пример. 0006,0141,3  ;    %02,01141,3  . 

Всякое десятичное приближенное (или точное) число a   мо-

жет быть представлено в виде 

  2

3

1

21 101010 mmma  …. nm

n

nm

n





  1010 1

1  , 

где 01  - цифра числа, m - старший десятичный разряд числа a . 
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 Приближённое число a  содержит n  верных значащих цифр в уз-

ком смысле, если выполняется неравенство   
1105,0  nm

a .                                          (1.1)   

 и в широком смысле, если  
1101  nm

a .                                           (1.2) 

Если неравенства (1.1) или (1.2) не выполняются, то цифра 

n  называется  сомнительной.    

Пример.  Для точного числа 976,17A  число 97,17a  является 

приближённым с четырьмя верными цифрами в широком смысле, 

т.к. .4,1,01,0101006,0 141   nmaA  

Приближенное число 432,5a  имеет 4 верные цифры, т.к. записа-

но без указаний точности 001,0 .  

Пример. Выделить  верные  значащие цифры чисел в узком смыс-

ле. 

а) 4,507 0,01a   ;  Т.к. 10,01 0,5 10    , то верные цифры 4 и 5; 

б)  4,507 0,06a   ;  Т.к. 10,5 10 0,06 0,5     , то только  4; 

в) 20,8700 0,0005a   ; Т.к. 30,0005 0,5 10    , то 2,0,8,7,0; 

г) 007,0037862,0 a ;  Т.к. 12 105,0007,0105,0   , то все 

цифры сомнительные;  

Вычислить приближённое число с точностью n 10  озна-

чает, что необходимо сохранить верной значащую цифру, стоящую 

в n -м разряде после запятой.  

При записи чисел руководствуются правилом: все значащие 

цифры должны быть верными. Поэтому округление чисел произ-

водится по  правилу первой отбрасываемой цифры.  

Правила округления: 

Округлением числа называется замена его другим числом с 

меньшим количеством верных значащих цифр. 

1.  Если первая из отбрасываемых цифр меньше 5, то сохраняемые 

цифры оставляют без изменения (округление с недостатком). 
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2.  Если первая из отбрасываемых цифр больше или равна 5, то 

последняя из сохраняемых цифр увеличивается на единицу 

(округление с избытком). 

3.  Пусть первая из отбрасываемых цифр равна 5, а все следующие 

равны нулю. В этом случае последнюю из сохраняемых цифр 

увеличивают на единицу, если она нечетная, и сохраняют неиз-

менной, если она четная. 

Примеры 

1)  Точное число 967393,2с , округленное 96739,2*с .  

2)  Точное число 647339,249c ,  округленное 65,249*c .  

3) В числе 965,3c  старший отбрасываемый разряд равен 5, а ему 

предшествует четная цифра 6 , то она не меняется и 96,3*c , а в 

числе 975,3c  предшествует нечетная цифра 7 , то  она увеличи-

вается на 1: 98,3*c .    

Замечание. При округлении целого числа отброшенные знаки не 

следует заменять нулями, надо применять показательную форму 

числа.  

Пример. Округлить число 928525750,3a  до семи, шести, пяти и 

т.д. десятичных знаков.  

9285258,3a  928526,3a  92853,3a  9285,3a  

929,3a  93,3a  9,3a  4a  

 

§ 3. Погрешности арифметических операций над   

приближенными числами 
 

1.  Погрешность суммы  и  разности 

 Пусть nAAA ,...,, 21  
точные числа, а их приближенные значе-

ния naaa ,...,, 21 . Используя свойство абсолютных величин 

baba  , оценим погрешность суммы naaa  ...21   

 nnnn aAaAaAaaaAAA ...)...(... 22112121

....... 212211 nnn aAaAaA   
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Итак, в качестве абсолютной погрешности суммы прибли-

женных чисел naaa  ...21  можно  принять  сумму абсолютных  

погрешностей  слагаемых: ....21 n  

Замечание. В сумме naaa  ...21  могут быть отрицательные сла-

гаемые, поэтому правило остается справедливым для разности 

приближенных чисел. 

При сложении чисел различной точности  поступают так:  

1) выделяют число с наибольшей абсолютной погрешностью;  

2) более точные числа округляют так, чтобы сохранить в них на 

один (запасной) знак больше, чем в выделенном числе;  

3) производят сложение, учитывая все сохраненные знаки;  

4) полученный результат округляют на один знак.        

Пример. Найти разность 21 aa   и оценить абсолютную и относи-

тельную погрешность, если 6,45;5,17 21  AA ; ;02,0
1
a 03,0

2
a .  

Находим ;1,2821  aa   05,003,002,0
2121

  aaaa ;  

Поэтому 05,01,28 A .  

Относительная  погрешность   002,01,2805,0 0,2%.   

2. Погрешность произведения и частного 

При умножении и делении  используют относительную по-

грешность. 

Рассмотрим два числа 21, AA , которые представим в  виде  

1 1 1 2 2 2,  A a A a    , Оценим относительную погрешность 

произведения:  

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2,A A a a a a     ,2112212121  aaaaAA
 

2112212121  aaaaAA . Отбросим последнее слагаемое 

правой части  в  силу его малости (замечание) и разделим  обе  ча-

сти  неравенства  на  21aa ,  имеем  .21
2

2

1

1

21

2121 








aaaa

aaAA
 

Этот результат легко распространяется на произвольное ко-

нечное число множителей. Итак, в качестве относительной по-
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грешности   произведения 
naaa ...21

 можно принять сумму от-

носительных погрешностей сомножителей 
n  ...21
.  

Замечание. В инженерных расчетах относительная погрешность не 

должна превышать 5%, поэтому произведение 21  приводит к 

пренебрежимо малой погрешности в сравнении с каждой погреш-

ностью 1  или 2 . 

По относительной погрешности произведения легко найти 

абсолютную погрешность naaa  ...21 .  

 Аналогично рассматривается погрешность частного  

 
1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1 2

1 2 1 2 2 2 1 2 2

/ /

/

A A a a a a a a a

a a a a a a a

     
   

   
. 

Учитывая, что 2  мало по сравнению с 2a , получим  

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

/ /

/

A A a a a a

a a a a a a a a
 

      
       .  

В качестве относительной погрешности частного можно 

принять сумму относительных погрешностей делимого и делите-

ля: 21  .  

По относительной погрешности частного легко найти абсо-

лютную погрешность  21 / aa . 

3. Погрешность операций возведения в степень  и извлечения  

корня     

Пусть число a  имеет относительную погрешность  . Заме-

тим, что степень числа есть произведение aaaam  ... , поэтому 

относительная погрешность  есть 

 m ... .   

Таким образом, при возведении приближенного числа a  в степень 

m  его относительная погрешность увеличивается  в  m  раз: 

 mma
 . 
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Замечание. При возведении  в  степень приближенного  числа  в  

результате  оставляют  столько значащих цифр,  сколько  их имело  

само приближенное число.   

Если 1m , то имеем корень m -й степени m a . Корень  мож-

но записать как степень 
m

1
, тогда, относительная погрешность  

корня m -й степени из числа a    в  m   раз меньше относительной 

погрешности  числа  a : 
m

m a


  . 

Замечание. При извлечении корня  из приближенного  числа остав-

ляют  столько значащих цифр,  сколько  их имело  подкоренное  

число.   

4.  Погрешность значения функции   

Предположим, что требуется оценить значение функции 

),( 21 xxf  при значении аргументов 21,xx , которые имеют абсолют-

ные погрешности ,
1x


2x . Пусть функция непрерывно дифферен-

цируема в окрестности точки ( 21,xx ). 

Используем формулу конечных приращений (формулу Ла-

гранжа) для двух переменных 

221212112121 ),(),(),(),( xfxfxxfxxf xx   , 

или для модуля разности 





2

1

212121 ),(),(),(
i

iixf xfxxfxxf  , 

где ).,( ),,( 222111 xxxx   

Эта формула называется линейной оценкой погрешности зна-

чения функции f  в точке ( 21,xx ). 

Относительная погрешность 







 


2

1 21

21

21 ),(

),(

),( i
i

xf
f x

xxf

f

xxf

i   .),(ln
2

1
21







i

ix xf i
 



Численные методы 
 

19 

Итак, относительная погрешность f  функции f  выражается 

через относительные погрешности ее аргументов  

f  
2

1 2

1

ln ( , )  .
ii

i xx
i

x f   





 
5. Правила  подсчета  цифр 

Предположим, имеется несколько приближенных чисел, над ко-

торыми следует выполнить ряд арифметических операций. 

1. Выбираем приближенное число с наибольшей абсолютной по-

грешностью, а остальные числа округляем в соответствии с 

наибольшей погрешностью. При этом сохраняем 1-2 запасные 

цифры. Эти цифры называются сомнительными  и отбрасыва-

ются на конечном этапе. 

2. Выполним действия над числами и делаем первое округление в 

соответствии с наибольшей погрешностью. 

3. Подсчитаем погрешность результата в соответствии с правилами 

для арифметических операций над погрешностями. 

4. Округляем результат второй раз в соответствии с полученной 

погрешностью. 

Пример. Оценить погрешность выражения 
2)( cb

dc
X




  1) с помо-

щью арифметических действий над числами, 2) с помощью произ-

водной функции X  переменных c , d , b , где 

 a  

c  0,7568 ±0,0002 

d  21,7 ±0,02 

b  2,65 ±0,01 

 

Первый способ.  Число b  имеет наибольшую погрешность, поэто-

му округляем число c   0,757  и оставляем d 21,7.  

Определим относительные погрешности чисел 

0,0002
0,00026,  0,00092,  0,0038.

0,7568

c
c d b

c
  


       
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Вычислим приближенное значение
2

0,349
( )

c d
X

b c


 


. За-

пишем общее выражение для относительной погрешности  

cbdcX   2
2

1

2

1
. 

Подставим отдельные относительные погрешности 
42,6 10c
  , 49,2 10d

  , 43,7 10b c b c   

     . 

,10669,82
2

1

2

1 3

  cbdcX  .10027,3 3 XX X   

Ответ: 0,349 0,003 . 

 

Второй способ. Запишем общее выражение для абсолютной по-

грешности 

dcbX
d

X

c

X

b

X















 . 

Найдем частные производные 

,205,0
)(

2
3











cb

dc

b

X
 ,026,0

)(2

3
3











cbc

cb
d

c

X
 

.10045,8
)(2

3

2









cbd

c

d

X
 

В результате находим 

.10216,202,00002,001,0 3















d

X

c

X

b

X
X  

Ответ:  0,349 0,002 . 
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Глава 2. ПРИНЦИП СЖИМАЮЩИХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

 

Принцип сжимающих отображений в метрических простран-

ствах возник в функциональном анализе — теорема Банаха. Теоре-

ма используется с целью построения сходящихся итерационных 

схем в функциональных пространствах. В численном анализе 

принцип решает следующие задачи: 

1) определяет условия сходимости итерационных схем, ко-

торые составляют основу многих численных методов; 

2) определяет условия единственности решения уравнений, 

систем уравнений; 

3) позволяет оценить скорость сходимости итерационного 

процесса; 

4) оценить точность решения задачи. 

Перечисленные возможности принципа решают многие задачи 

численного анализа. 

 

§ 4. Определение метрического пространства 
 

Признаками любого пространства R  являются наличие мно-

жества его элементов, для элементов установлены действия (сло-

жения, умножения и др.), результаты действия не выходят за рамки 

множества R . Последнее свойство называют отображением про-

странства в себя. Элементы пространства могут иметь различную 

природу – точки трехмерного пространства 
3R , непрерывные 

функции на отрезке и т.д. Если между точками пространства опре-

делено расстояние, то такое пространство называется метрическим.  

Определение 1. Множество R  элементов произвольной природы 

называется метрическим пространством, если каждой упорядо-

ченной паре элементов Ryx ,  поставлено в соответствие неотри-

цательное число ( , )x y , называемое расстоянием между этими 

элементами.  

Расстояние (метрика пространства R ) должно удовлетворять  

трем фундаментальным условиям: неотрицательности, симметрич-

ности и неравенству треугольника. Это аксиомы метрики любого 

метрического пространства [1,3]: 
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1) ( , ) 0x y  , равно нулю тогда  и  только  тогда,  когда yx  ;  

2)  ( , ) ( , );x y у х   

3) ( , ) ( , ) ( , )x z x y y z     (рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1. Неравенство треугольника ( , ) ( , ) ( , )x z x y y z    . 

 

Пример 1. Множество точек прямой является метрическим про-

странством, если расстояние между точками прямой x  и y  опре-

делить ( , )x y x y   . Все три аксиомы легко проверяются. 

Пример 2. Множество точек n -мерного евклидова пространства 
nR  является метрическим пространством, если расстояние в нем 

определить между любыми его точками 
1 2( , , , )nx x x x  и 

1 2( , , , )ny y y y  формулой     


n

i ii yxyx
1

2
, . 

Пример 3. Множество n -мерных векторов образуют метрическое 

пространство, если 
1

( , ) max i i
i n

x y x y
 

  . В множестве n -мерных 

векторов расстояние можно ввести иначе  
1

( , )
n

i ii
x y x y


  .  

Пример 4. Множество непрерывных функций на отрезке ],[ ba  об-

разуют метрическое пространство, если 
[ , ]

( , ) max ( ) ( )
a b

f g f x g x   . 

Понятие предела в метрическом пространстве можно сфор-

мулировать с помощью понятия расстояния  .  

Определение 2. Последовательность точек        ,,,, 21 kxxx  мет-

рического пространства  R  называется сходящейся к точке Rx , 
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если 
 

lim ( , ) 0
k

k
x x


 . При этом точка  x  называется пределом по-

следовательности   kx  и обозначается    xx k

k



lim .  

Свойства сходящихся последовательностей: 

1.  Сходящаяся последовательность не может иметь более одного  

предела.  

2. Если последовательность   kx  сходится к точке x , то и всякая её 

подпоследовательность  сходится  к  этой  точке.  

Расстояние ( , )x y  как функция x  и y  непрерывна: если 

  xx k   и    yy k  , то  
    , ( , )
k k

x y x y   при k .  

Доказательство. Применим  неравенства треугольника (аксиома 3 

метрики)  
       

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k k k k

x y x x y y x y        

       
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

k k k k
x y x y x x y y         при  k . 

Определение 3. Последовательность   kx  точек метрического 

пространства  R  называется фундаментальной, если 0  N ,  

что при Nlk ,  выполняется  неравенство  
   

( , )
k l

x x  . 

Последнее неравенство утверждает, что      0,lim
,




lk

lk
xx . 

Теорема.  Любая  сходящаяся последовательность является  фун-

даментальной.    

Доказательство.  Пусть   xx k

k



lim . Тогда 

           0,,,  xxxxxx lklk    при  lk, . 

В силу критерия Коши всякая числовая фундаментальная последо-

вательность является сходящейся.  

Определение 4. Метрическое пространство R  называется полным, 

если в нем всякая фундаментальная последовательность в R   схо-

дится и ее предел принадлежит R .  
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§ 5. Принцип сжимающих отображений 

 

 Пусть X  и  Y  два метрических пространства. Говорят, что 

оператор   (оperator (лат.)работник, исполнитель) отображает 

X  в  Y , если  каждому элементу Xx  по некоторому закону по-

ставлен в соответствие один элемент Yy .   

 Если YX  , то говорят, что оператор   отображает  про-

странство  X  в  себя. Этот факт записывают  : XX  , хотя ис-

пользуются и другие обозначения 

yxxyxy  :,),( . 

Элемент Yy  называют образом элемента Xx , а x прообра-

зом элемента y . 

Отображение в себя XX  :  часто называют  преобразо-

ванием. 

В функциональном анализе вместо термина «отображение» 

употребляется «оператор», иногда «функция». Термин «отображе-

ние» употребляется в широком смысле, как отображение любого 

множества в любое (то же самое или другое) множество. Понятие 

«функция» всегда обозначает отображение какого-либо  множества  

в  числовую прямую.   

Пример. Функция 2( ) 1x x     отображает отрезок  1;0   в себя 

 1;0 .  

Определение. Точка x , называется  неподвижной точкой отобра-

жения   в себя, если  xx  ,  

      Пусть R метрическое пространство, а   отображает R в себя.   

Определение. Если  

( , ) ( , )x x x x      , 10    Rxx  , ,           (2.1) 

то отображение называют сжимающим.  

Такое отображение уменьшает расстояние между любыми 

двумя точками пространства. 
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Если речь идет об отрезке  ba, , то расстояние между точка-

ми 21, xx  равно 12 xx  . Тогда условие (2.1) имеет вид 

1212 xxxx   .                                   (2.2) 

Неравенства (2.1), (2.2) называют условиями Липшица, а число 

   коэффициентом сжатия.  

Пример. Функция xexf )(  отображает область определения 

( ; )R     в интервал (0; ) , т.е. отображает в себя. Это не 

всегда так для конечного отрезка. Запишем формулу Лагранжа для 

отрезка Rxx ],[ 21  

21
21

21 )()( xxeeexfxf cxx
 

,   где   21, xxc .       (2.3) 

На отрезке  1,2   1  ee c . Функция xexf )(  не яв-

ляется сжимающей, а на отрезке  1;2,0  является сжимающей, по-

скольку здесь 1 ce .  

Отрезок  1,2   отображается в отрезок  2, ee , но не отоб-

ражается в себя, а отрезок  1;2,0  отображается в себя 

   1;2,0; 2,01  ee . 

 На отрезке  2,1  функция xe не будет сжимающей, т.к. не 

отображает этот отрезок в себя, поскольку ни одно значение  при 

 1, 2x  не принадлежит отрезку  2,1 ,  21;)(  eexf .  

Теорема Банаха (принцип сжимающих отображений). Пусть 

отображение   является сжимающим на полном метрическом 

пространстве X  (с коэффициентом сжатия 10  ).  Тогда:  

   1) существует единственная  неподвижная точка пространства X  

       (т.е. уравнение x x   имеет единственное решение x ); 

   2) x
 k

k
x


lim .  Решение x  равно пределу  последовательности   

         kx ,  определяемой рекуррентной формулой  
   1 kk xx ,    ( ,3,2,1k ),                          (2.4) 

         где   0x   произвольная точка X ; 
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   3) справедливо неравенство   

     1 0
( , ) ( , )

1

k
k

x x x x


 


 


,  ,3,2,1k                 (2.5) 

Рассмотрим последовательность    1 kk xx ,  ,3,2,1k .  и  

докажем, что она является сходящейся.  Действительно,  для со-

седних точек k  и 1k  последовательности имеем  
               1 1 1 2 12( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k k k k k k k k

x x x x x x x x    
    

       
   0 1

( , )k x x  .                                              (2.6)                                

На основании неравенства многоугольника (обобщение неравен-

ства треугольника для любого числа точек      mxxx ,,, 21  ) для то-

чек 1k  и mk   
               1 1 2 2 3 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
m m m

x x x x x x x x   


    . 

Для произвольных k  и l , lk    
               1 1 2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k l k k k k l l

x x x x x x x x   
   

      
   0 11 1( ) ( , )k k l x x        .                               (2.7) 

В скобках сумма членов геометрической прогрессии.   

Общий член геометрической прогрессии 1

1

 n

n aa  , а сумма 

прогрессии 









1

1
1

n

n aS , где    знаменатель прогрессии.  Тогда 

           0 1 0 1 0 11 1( ) ( , ) ( , ) ( , )
1 1

k l k
k k l x x x x x x

  
     

 

  
    

 
.        

(2.8) 

Следовательно,   

       0 1
( , ) ( , )

1

k
k l

x x x x


 





.                       (2.9) 

При большом значении k  правая часть неравенства может быть 

сделана сколь угодно малой, т.к. 1 , что доказывает фундамен-

тальность последовательности   kx  и существование  предела  
  


 xx k

k
lim .   
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Покажем теперь, что  x  является решением уравнения 

x x  .  Для элемента  x  имеем   
       1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k k k k

x x x x x x x x x x    
               

   1
( , ) ( , )

k k
x x x x 

   .                          (2.10) 

Здесь использовано свойство сжимающего отображения 
   1 1

( , ) ( , )
k k

x x x x 
     . 

Заметим, что ( , )x x     не зависит от k . Правая часть неравен-

ства  (2.10) стремится к нулю при k . Поскольку k  произволь-

но, а ( , )x x    не зависит от k , то получим ( , ) 0x x    ,  но это 

означает, что  x x   .   

Докажем единственность неподвижной точки, предполагая, 

что z  вторая неподвижная точка zz  . Тогда 

( , ) ( , ) ( , )x z x z x z        , сократим обе части соотношения 

на ( , )x z  , получим противоречие 1 . Поэтому ( , ) 0x z    и  

zx  .  Т.е. неподвижная  точка  единственная [1,4].  

 Правая часть неравенства (2.9) не зависит от номера l , пе-

рейдем к пределу l , получим неравенство (2.5). Это неравен-

ство для точного решения x  уравнения x x  , оно даёт оценку 

расстояния между точным решением x  и его приближением  kx . 

Это расстояние убывает со скоростью геометрической прогрессии 

со знаменателем  .   

Неравенство (2.5) позволяют оценить число шагов, необхо-

димых для вычисления x  с заданной точностью.  
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§ 6. Теорема Банаха и метод последовательных  

приближений   

 
Теорема Банаха дает метод  уточнения  приближенного ре-

шения уравнения  xx  , который в численном анализе называет-

ся методом итераций, или методом простой итерации. Привлека-

тельность метода объясняется тем, что он порождает процесс од-

нотипных вычислений и нечувствителен к небольшим ошибкам.  

Итерационные методы, называемые часто методами последова-

тельных приближений, применяются для приближенного реше-

ния алгебраических и трансцендентных уравнений, дифференци-

альных и интегральных уравнений, а также для решения систем 

линейных и нелинейных уравнений.  

Итерации начинаются с нулевого приближения 
0x — некото-

рое начальное значение неизвестной x . После применения (фор-

мулы или ряда формул) к нулевому приближению, получим первое 

приближение 1x , после повтора, получим второе приближение 2x  и 

т.д. Так возникает последовательность }{ nx  приближенных реше-

ний уравнения или системы уравнений. Процесс продолжается до 

тех пор, пока не будет достигнута требуемая точность. Если после-

довательность сходится, то она имеет конечный предел  lim n
n

x x


 , 

который есть точное решение уравнения. На практике останавли-

вают итерации на некотором шаге n . 

При реализации какого-либо итерационного метода встает 

вопрос о сходимости последовательности приближений }{ nx . Кро-

ме того, важна и скорость сходимости метода. На эти вопросы от-

вечает принцип сжатых отображений в форме теоремы Банаха. 

 Отметим два достоинства итерационных методов:  

— простота их реализации;  

— самоисправляемость метода, т.е. ошибки в вычислениях 

не отражаются на результате (ошибочное приближение 

можно рассматривать как новое начальное приближение). 
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Глава 3. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

 Численные  методы в линейной алгебре применяют для ре-

шения следующих задач: 

 приближенное и точное решение систем линейных алгебра-

ических уравнений (СЛАУ); 

 обращение матриц,  

 вычисления определителей; 

 нахождения собственных значений и собственных векторов 

матриц.  

 Методы решения систем линейных алгебраических уравне-

ний разделяют на точные (или прямые) методы и приближенные  

методы, а частности  итерационные  методы.  

 

 § 7.  Метод простых итераций для систем  

            линейных алгебраических уравнений  
 

        Итерационные методы решения СЛАУ позволяют получать 

корни системы с заданной точностью в виде последовательности 

приближений. 

Пусть дана система  n  линейных уравнений с  n  неизвест-

ными   



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

....

..............................................

....

,....

2211

22222121

11212111

                          (3.1) 

Система (3.1)   в  матричной  форме  имеет  вид     
BAX  ,                                          (3.2) 
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
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
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,   























nx

x

x

X
:

2

1

,    























nb

b

b

B
:

2

1

, 

где A  – квадратная матрица коэффициентов, X  – вектор столбец 

неизвестных, B  - вектор-столбец свободных членов. 



Глава 3.  Системы  линейных  уравнений 
 

30 

Предполагая, что диагональные элементы 0iia   ni ,...,2,1 , 

выразим  1x  из первого уравнения системы,  2x – из второго урав-

нение и т.д.  В результате получим систему, эквивалентную систе-

ме (3.1) 



















 11,2211

232312122

131321211

....

......,..................................................

,....

....

nnnnnnn

nn

nn

xxxx

xxxx

xxxx







              (3.3) 

где ;,....,2,1;,....,2,1,, njniaaab iiijijiiii    0ij  при 

ji  , т.е. диагональные  элементы  равны  нулю.  

В матричной  форме система (3.3) имеет вид    

XX   ,                                   (3.4) 

где 






















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

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

nx

x

x

X
:

2

1
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




















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


...

2

1

 

Матричное уравнение XX    можно получить из  мат-

ричного уравнения BAX  . Представим CDA  , 0det D . То-

гда  CXBDX  . Умножив обе части равенства слева на 1D , по-

лучим BDCXDX 11   ,  здесь CDBD 11 ,    .  

Правую часть равенства (3.4) можно рассматривать как отоб-

ражение  , переводящее элемент (вектор-столбец неизвестных) 

X  n –мерного векторного пространства в элемент Y  того же про-

странства. При этом равенство (3.3) можно переписать в индексах  





n

j

ijiji xy
1

 , ni ,,2,1  . 

Вопрос решения системы (3.3) сводится к отысканию непо-

движной точки отображения  , определяемого формулой  

  XX . 
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Если отображение   является сжимающим в смысле какой-

либо метрики n –мерного векторного пространства, то итерацион-

ная формула имеет вид  
      1kk XX , ,,2,1 k                          (3.5) 

где  
 0 (0) (0) (0)

1 2( , , , )nX x x x – начальная точка (вектор) итерации. 

Эта точка может быть выбрана произвольно.  Множество началь-

ных приближений, при которых последовательность приближений 

сходится, называется областью сходимости метода. 

Будем решать систему (3.4) методом последовательных при-

ближений. В качестве начального приближения часто берут стол-

бец свободных членов – нулевое  приближение 
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. 

Подставляя его в правую часть (3.4) находим первое приближение      
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    и т.д.  

Получаем второе приближение 
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Любое  k -е  приближение  вычисляют  по  формуле  (3.5) . 

Если последовательность )()1()0( ,...,, nXXX  имеет  предел 



 
k

kXX )(lim , то этот предел есть точное решение системы  (3.3)  

или (3.4).  
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Ответ на вопрос, при каких условиях отображение будет 

сжимающим, зависит от выбора метрики в n -мерном (векторном) 

пространстве.  

 

§ 8.  Сходимость итерационных методов решения СЛАУ  
  

Метрику векторов  nxxxX ,,, 21    п-мерного пространства 

можно определить, по крайней мере, тремя способами. Например,  

 
  ii

ni
xxXX 

 ,1
1 max, . 

Тогда,      
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XXxxxx
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Если элементы матрицы   удовлетворяет условию  

1max
1

1
1  




n

j

ij
ni

m  ,                                    (3.6) 

то     XXXX m
 ,, 11  , 10  m . Это означает, что опера-

тор   XX  задает сжимающее отображение n -мерного век-

торного пространства в себя. Тогда из принципа сжимающих отоб-

ражений [1] следует существование и единственность решения 

   nxxxX ,,, 21   системы (3.3), а  также сходимость  к 
X  по-

следовательности, построенной по формуле (3.5).  

 Величина (3.6) равна наибольшей из сумм модулей элемен-

тов строк матрицы    и  называется m - нормой   матрицы  .  

Определим метрику иначе 

  
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ii xxXX
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2 , .                                      (3.7) 

Сделаем оценку 
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Теперь условие сжимающего отображения имеет вид  
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 Величина (3.8) равна наибольшей из сумм модулей элемен-

тов столбцов  матрицы    и  называется n - нормой  матрицы   .  

Рассмотрим третий вариант определения метрики  
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





































 










    

 
 

n

i

n

j

jjij

n

i

n

j
jjij

n

j
jjij xxxxXX   

В силу неравенства Коши имеем  

      
























































































   

   

21

1

2

21

1 1

2

21

1 1

2

1

2

21

1

2

1

n

j

jj

n

i

n

j

ij

n

i

n

j

jj

n

j

ij

n

i

n

j

jjij xxxxxx   

                                   
21

1 1

2
3 , 







   

n

i

n

j
ijXX  . 

Таким образом,        

     
1 2

2

3 3 1 1
, ,  

n n

iji j
X X X X  

 
      .           (3.10) 

Замечание.  Неравенство Коши: для любых  действительных  чисел 

    21

1

2
21

1

2

1  


n

i i

n

i i

n

i ii baba . 

Условие сжимающего отображения  имеет вид  
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 
 1 2

2

3 1 1
1

n n

k iji j
  

 
    ,.                      (3.11) 

 Величина (3.11) называется  k - нормой   матрицы   .   

Определение.  Нормой матрицы  
nmijaA

,
  называется действи-

тельное число A , удовлетворяющее  условиям:   

1) 0A ,  0A  в том и, только в том случае, когда  0A ; 

2)  AA     для любого действительного числа   ;  

3)  BABA   - неравенство треугольника;  

4)  BABA  .  

 В условиях 3), 4) предполагается, что  A   и  B  имеют раз-

меры, позволяющие определить операции сложения и умножения 

соответственно.  

 Норма  матрицы   
nmijaA

,
  называется канонической, если 

наряду с условиями 1) - 4)  выполняются  еще  два  условия:   

5)  Aaij  , njmi  1,1 .  

6)  из неравенства BA   следует BA  .   

 Для одной и той же матрицы норма определяется различ-

ными способами:  

m -нормой матрицы  
nmijaA

,
  называется наибольшая из сумм 

модулей элементов строк данной матрицы   


n

j ij
nim

aA
11

max .    

n -нормой матрицы  
nmijaA

,
  называется   


n

i ij
njn

aA
11

max . 

k -нормой матрицы  
nmijaA

,
   называется  


n

ji ijk
aA

1,

2

. 

 Аналогично определяются нормы  вектора  nxxxX ,,, 21   

i
im

xX max ,       




n

i

in
xX

1

,         


n

i
ik

xX
1

2 . 

ТЕОРЕМА.  Если  матрица    удовлетворяет  одному  из  условий  
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11  , 12  , 13  , то  СЛАУ    XX  имеет  единственное  

решение 
1 2( , , , )nX x x x    , которое может быть получено как 

предел последовательности       1kk XX ,    ,2,1k  с  про-

извольным начальным вектором  
 0 (0) (0) (0)

1 2( , , , )nX x x x .  

Замечание.  Для системы   


n

j ijij bxa
1

   ni ,,2,1   метод ите-

раций сходится, если выполняются  неравенства   


n

ji ijii aa  

( 1,2, , )i n , т.е. модули диагональных элементов матрицы си-

стемы для каждого уравнения системы больше суммы модулей 

всех остальных элементов. 

 

§ 9.  Оценка  погрешности  метода  итераций 
 

 Если  задана погрешность X, – решение линейной систе-

мы,  а  )(kX – есть  k -е приближение значений неизвестных, вы-

численное методом итераций,  то для  оценки погрешности  

 )(kXX  применяется формула [6]   














1

1

)(

k

kXX ,                            (3.12) 

где    – одна из трёх норм матрицы   ;    – та же норма векто-

ра  , а  k – число итераций, необходимое для достижения задан-

ной точности. При этом предполагается, что последовательные 

приближения   nikjx j

i ,....,2,1;....,,1,0)(   вычисляются точно, в 

них отсутствуют погрешности округления.  Необходимое количе-

ство итераций для достижения  требуемой  точности  решения  

можно  вычислить по формуле   

    11lglg
lg

1
 


k .                          (3.13) 
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Априорная оценка (a priori (лат.)– до опыта, из предшествующего) 

количества шагов для достижения требуемой точности на практике 

оказывается  завышенной. 

Существует другая оценка погрешности  решении системы 

  XX , соответствующая нормам 1,2,3 [6,7] 

     

3,2,1

10

3,2,1

3,2,1

3,2,1 1
XXXX

k

k 


 




. 

Пример.  Найти  решение системы уравнений  















,44

,44

,825

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                                     (3.14) 

методом итераций с точностью 210 .  

 Приведём данную систему к нормальному виду  















.1025,025,0

,125,0025,0

,6,14,02,00

3213

3212

3211

xxxx

xxxx

xxxx

 

Теперь запишем последовательность итераций  
 

 

 























.1025,025,0

,125,0025,0

,6,14,02,00

)(
3

)(
2

)(
1

1
3

)(
3

)(
2

)(
1

1
2

)(
3

)(
2

)(
1

1
1

kkkk

kkkk

kkkk

xxxx

xxxx

xxxx

 

Для приведенной матрицы  

























025,025,0

25,0025,0

4,02,00

  

условие сходимости выполняется, поскольку  

    16,05,0;5,0;6,0maxmax
3

131
  j ij

i
a . 

В качестве начального приближения возьмём вектор-столбец сво-

бодных членов системы в нормальной форме  
   TX 1;1;6,10  . 
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Число итераций для достижения точности   определим из нера-

венства 





 



i
ni

k

1

1

max
1

, 1
max

1
lglg

lg

1

1
















 



i

ni

k






. Учитывая, что 

210 , 6,0 ,  6,1max
1




i
ni
 ,  получим  111

6,0lg

25,0lg2



k . 

Результаты  расчёта  представлены  в  таблице 3.1. 

Таблица 3.1. Метод простых итераций решения СЛАУ (3.14).  

k  )(
1

kx  )(
2
kx  )(

3
kx  

1

)1()(  kk XX  

0 1,6 -1 1 - 

1 1,0000 -1,1500 0,8500 0,15 

2 1,0300 -1,0375 1,0375 0,1875 

3 0,9775 -0,9981 1,0018 0,0525 

4 0,9996 -0,9939 1,0051 0,0221 

5 0,9991 -0,9986 0,9985 0,0066 

Вычисления заканчиваются тогда, когда наибольшая по модулю 

разность соседних итераций станет меньше заданной точности. В 

данном примере это итерации 4 и 5.  

Ответ: 1,1,1 321  xxx . 

 

§ 10.  Метод Зейделя 
 

Метод Зейделя представляет собой модификацию метода 

простых итераций. В методе Зейделя при вычислении   1k  -го 

приближения неизвестного  1ixi
 учитываются уже найденные 

ранее   1k  -е приближения неизвестных 121 ,....,, ixxx . Рассмот-

рим систему линейных уравнений, приведенная к виду (3.3)  



















 11,2211

232312122

131321211

....

......,..................................................

,....

....

nnnnnnn

nn

nn

xxxx

xxxx

xxxx






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Выбираем произвольно начальные приближения неизвестных 
)0()0(

2

)0(

1 ,,, nxxx    и подставляем  в  первое уравнение системы:   

)0(

1

)0(

212

)0(

1111

)1(

1 nn xxxx    . 

Полученное приближение  )1(

1x  подставляем во второе уравнение 

системы:   
)0(

2

)0(

222

)1(

1212

)1(

2 nn xxxx    , 

полученные первые приближения )1(

1x , )1(

2x  подставляем в третье 

уравнение системы  
)0(

3

)1(

232

)1(

1313

)1(

3 nn xxxx     

и т.д.  Наконец,    
)0()1(

11

)0(

22

)0(

11

)1(

nnnnnnnnnn xxxxx    . 

Аналогично строим вторые, третьи и т.д. итерации. Предполагая,  

что k -е  приближения  )(k

ix   известны, методом Зейделя строим  

 1k  -е  приближения  по  следующим  формулам: 

.....,2,1,0  ,

.....................................................

,

,

)(
1

1

)1()1(

2

)(

2

)1(

1212

)1(

2

1

)(

11

)1(

1

nkxxx

xxx

xx

k

nnn

n

j

k

jnjn

k

n

n

j

k

jj

kk

n

j

k

jj

k

































       (3.15) 

Процесс Зейделя сходится к единственному решению при любом 

выборе начального приближения при тех же условиях, что и про-

цесс метода итераций. Однако процесс Зейделя сходится быстрее 

процесса простой итерации [1, 19].    

Оценка  погрешности  метода  Зейделя. Если  
X  точное реше-

ние, а  
)(kX – k -е  приближение, найденное  методом Зейделя, то  
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)0()1()(

1
XXXX

k

k 







,                        (3.16) 

где )0(X , )1(X – нулевое и первое приближение,    – одна из норм 

матрицы коэффициентов системы уравнений, )0()1( XX  –норма, 

соответствующая норме  .   

Пример. Решить СЛАУ методом Зейделя с точностью 001,0   















.13102

,1210

,141022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                               (3.17) 

Приведём систему BAX   к  нормальному виду    XX   















.4,102,02,0

,3,11,002,0

,2,11,01,00

3213

3212

3211

xxxx

xxxx

xxxx

     
























02,02,0

1,002,0

1,01,00

 ,  


















4,1

3,1

2,1

 . 

Суммы модулей элементов строк соответственно равны 0,2,  0,3,  

0,4. Тогда норма   14,04,0;3,0;2,0max
311


i

 , условие сходимо-

сти выполняется. Примем начальное приближение  TX 0;0;2,1)0(   

и выполним расчёты по формулам  
 

 

 
,4,102,02,0

,3,11,002,0

,2,11,01,00

)(
3

)1(
2

)1(
1

1
3

)(
3

)(
2

)1(
1

1
2

)(
3

)(
2

)(
1

1
1













kkkk

kkkk

kkkk

xxxx

xxxx

xxxx

       ,2,1,0k . 

Результаты расчётов представлены в таблице 3.2. 

Таблица 3.2. Метод Зейделя решения СЛАУ (3.17).  

k  )(
1

kx  )(
2
kx  )(

3
kx  

1

)1()(  kk XX  

0 1,2000 0 0 - 

1 1,2000 1,0600 0,9480 1,0600 

2 0,9992 1,0054 0,9991 0,1008 

3 0,9996 1,0002 1,0000 0,0052 

4 1,0000 1,0000 1,0000 0,0004 
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Условие окончания   0004,0
1

)1()( kk XX   выполнено на чет-

вёртой итерации.   

Ответ: 1,1,1 321  xxx . 

 

§ 11. Метод Гаусса 
 

Метод основан на приведении матрицы системы к треуголь-

ному виду. Это достигается последовательным исключением неиз-

вестных из уравнений системы. Сначала с помощью первого урав-

нения исключается 1x  из всех последующих уравнений системы. 

Затем с помощью второго уравнения исключается 2x  из последу-

ющих уравнений. Этот процесс, называемый прямым ходом метода 

Гаусса, продолжается до тех пор, пока в левой части последнего (n-

го) уравнения останется лишь одна неизвестная 
nx , т.е. матрица 

системы будет приведена к треугольному виду. 

Обратный ход метода Гаусса состоит в последовательном 

вычислении искомых неизвестных: решая последнее уравнение, 

находим неизвестное 
nx . Далее используя это значение 

nx , из 

предыдущего уравнения находим 
1nx  и т.д. Последним найдем 1x  

из первого уравнения. 

Метод имеет много различных вычислительных схем, но в 

каждой из них основным требованием является 0det A . 

Рассмотрим наиболее распространенную схему единственно-

го деления. Для простоты рассмотрим систему уравнений  четвер-

того порядка 





















.

,

,

,

0

454

0

443

0

432

0

421

0

41

0

354

0

343

0

332

0

321

0

31

0

254

0

243

0

232

0

221

0

21

0

154

0

143

0

132

0

121

0

11

axaxaxaxa

axaxaxaxa

axaxaxaxa

axaxaxaxa

                        (3.18)    
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Предположим, что коэффициент 00
11 a  и назовём его ведущим 

элементом первой строки, а неизвестное  
1x – ведущим неизвест-

ным.  Разделив первое уравнение системы (3.18)  на  0

11a ,  получим  

новое  уравнение  
1

154

1

143

1

132

1

121 axaxaxax  ,    5,4,3,2,0

11

0

1

1

1  jaaa jj .      (3.19)    

Исключим  неизвестную 
1x  из каждого  уравнения  системы (3.18), 

начиная со второго, путём вычитания уравнения (3.19), умножен-

ного на коэффициент при 1x  в соответствующем уравнении. Пре-

образованные  уравнения  имеют  вид   















,

,

,

1

454

1

443

1

432

1

42

1

354

1

343

1

332

1

32

1

254

1

243

1

232

1

22

axaxaxa

axaxaxa

axaxaxa

                         (3.20) 

где 5,4,3,24,3,2,0

1

1

1

01  jiaaaa ijijij .   

Допустим, что ведущий элемент первой строки в (3.20)  

01

22 a ,  тогда  разделив  на  него первое из уравнений (3.20), по-

лучим уравнение  
2

254

2

243

2

232 axaxax  ,  5,4,3,1

22

1

2

2

2  jaaa jj .             (3.21)  

 Исключив с помощью уравнения (3.21) неизвестную 
2x  из 

двух  последних  уравнений в (3.20),  приходим  к  уравнениям   











,

,

2

454

2

443

2

43

2

354

2

343

2

33

axaxa

axaxa
                                     (3.22) 

где  5,4,3,4,3,1
2

2
2

12  jiaaaa ijijij .  

Если ведущий элемент первой строки в (3.22) 02

33 a ,  то поделив 

на него первое уравнение (3.22) и вычитая найденное уравнение, 

умноженное на 2

43a , из  второго уравнения,  получим    
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









,

,

3

454

3

44

3

354

3

343

axa

axax
                                     (3.23) 

где  5,4,, 2

43

3

3

2

4

3

4

2

33

2

3

3

3  jaaaaaaa jjjjj .   

Наконец,  если  03

44 a ,  то, разделив на него второе уравнение 

(3.23), приведем  это  уравнение  к  виду   
4

454 ax  ,   3

44

3

45

4

45 aaa  .                        (3.24) 

Если все, упомянутые выше,  ведущие элементы  отличны от 

нуля,  то система (3.18) эквивалентна следующей системе линей-

ных уравнений с  треугольной матрицей:     

.                                 

,                      

,           

,

4

454

3

354

3

343

2

254

2

243

2

232

1

154

1

143

1

132

1

121

ax

axax

axaxax

axaxaxax









                               (3.25) 

Из системы  (3.25)  неизвестные  
4321 ,,, xxxx   находятся  в  обрат-

ном порядке  

.

,

,

,

4

1

143

1

132

1

12

1

151

4

2

243

2

23

2

252

4

3

34

3

353

4

454

xaxaxaax

xaxaax

xaax

ax









                (3.26) 

 Приведение системы (3.18) к треугольному виду (3.25) 

называется прямым ходом, а нахождение  неизвестных по форму-

лам  (3.26) — обратным ходом метода Гаусса.    

 Описанное решение  системы (3.18) обычно  представляют в 

виде  таблицы и, как правило, все расчеты выполняются непосред-

ственно в таблице. 
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Таблица 3.3.  Решение  системы (3.18) методом Гаусса по схеме 

единственного деления. 

0
41

0
31

0
21

0
11

a

a

a

a

 

0
42

0
32

0
22

0
12

a

a

a

a

 

0
43

0
33

0
23

0
13

a

a

a

a

 

0
44

0
34

0
24

0
14

a

a

a

a

 

0
45

0
35

0
25

0
15

a

a

a

a

 

0
46

0
36

0
26

0
16

a

a

a

a

 

1 

1
42

1
32

1
22

1
12

a

a

a

a

 

1
43

1
33

1
23

1
13

a

a

a

a

 

1
44

1
34

1
24

1
14

a

a

a

a

 

1
45

1
35

1
25

1
15

a

a

a

a

 

1
46

1
36

1
26

1
16

a

a

a

a

 

 1 

2
43

2
33

2
23

a

a

a

 
2
44

2
34

2
24

a

a

a

 
2
45

2
35

2
25

a

a

a

 
2
46

2
36

2
26

a

a

a

 

  1 

3
44

3
34

a

a
 

3
45

3
35

a

a
 

3
46

3
36

a

a
 

   1 4x  4x  

  1  3x  3x  

 1   2x  2x  

    1x  1x  

Последний столбец в таблице  контролирует вычисления. Примем 
0

6ia  равным сумме остальных элементов i -й строки, взятой с об-

ратным знаком, т.е.    4,3,2,1,.... 0

5

0

2

0

1

0

6  iaaaa iiii . Тогда 

сумма элементов каждой из четырех строк расширенной матрицы 

будет равна нулю. Затем применяем метод Гаусса с учётом послед-

него столбца   
k

kj

k

ik

k

ij

k

ij

k

kk

k

kj

k

kj aaaaaaa 1111 ,   ,                    (3.27) 

где  4,3,2,1,41,61  kikjk .      
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При этом сумма элементов вновь получаемых расширенных строк 

должна оставаться равной нулю,  поскольку эти элементы находят-

ся с помощью линейных операций над предыдущими строками. 

Например,  

01 2

26

2

25

2

24

2

23  aaaa .                    (3.28) 

 Если вычисления ведутся с округлениями, то допускается 

отклонение левой части равенства (3.28)  от нуля в пределах по-

грешностей округлений. Наличие большого отклонения свидетель-

ствует о наличии грубой ошибки в вычислениях.  

 Неизвестные 
4321 ,,, xxxx  находятся по формулам (3.26), а 

величины 
4321 ,,, xxxx  - по тем же формулам, в которых числа  k

ka 5   

заменены на числа  1,2,3,4,6 kak

k .  При отсутствии погрешностей 

округлений сумма элементов в четырех последних строках табли-

цы 3.3  должна быть равна нулю,  т.е. 1 0,i ix x    4,3,2,1i  . В 

таблице элементы 4

46

4

45, aa  опущены, поскольку они совпадают со-

ответственно с  44 , xx .  

Если  диагональные элементы 
iia малы, то может наступить 

сбой счета — погрешность округления превысит точность решения 

системы. Это является недостатком метода Гаусса.   

Метод Гаусса с выбором главного элемента состоит в выборе 

наибольшего по модулю (главного) элемента системы в каждой 

строке основной матрицы системы  и  перестановке строк или 

столбцов. Последнее исключает деление на 0, если  матрица  си-

стемы  содержит нулевые элементы.  

После реализации схемы Гаусса легко находится определи-

тель системы. В этом случае основная матрица системы имеет тре-

угольный вид, поэтому ее определитель равен произведению эле-

ментов главной диагонали матрицы. Из таблицы 3.3 видно, что 

определитель системы равен 0 1 2 3

11 22 33 44det A a a a a . 
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Глава 4.  НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ   
 

§ 12.  Общие сведения об уравнениях 
 

Функция называется алгебраической, если для получения её 

значения над переменной x  выполняются арифметические опера-

ции и/или возведение в степень с рациональными показателями. 

Например, многочлен является целой алгебраической функцией.  

Уравнение называется алгебраическим, если оно содержит 

только алгебраические функции – целые, рациональные, иррацио-

нальные.  

Функции, которые не являются алгебраическими, называют-

ся трансцендентными (тригонометрические, показательные, лога-

рифмические и т.д.). Уравнение, содержащее такие функции, назы-

вается трансцендентным. 

Уравнение в общем случае можно записать в виде 

0)( xf .                                         (4.1) 

Будем предполагать, что )(xf  и ее производная )(xf   непрерывны 

на некотором и существует производная второго порядка )(xf  . 

Число  , обращающее уравнение (4.1) в тождество 0)( f , 

называется корнем (решением) уравнения или нулём функции 
)(xf . 

Число   называется  простым  корнем  уравнения (4.1),  ес-

ли 0)( f ,  а 0)(  f   и  корнем  кратности k ,  если   

,0)(...)()( )1(    kfff  0)()( kf . 

Если   простой корень, то график функции )(xfy   пересе-

кает ось абсцисс в точке  . Если   – корень чётной кратности, то 

график функции касается оси абсцисс (  , 0 –точка экстремума).  

Если  – корень нечётной кратности, то точка  , 0 – точка  пере-

гиба кривой )(xfy  , а  касательная  в  этой точке  совпадает  с 

осью абсцисс.  

Алгебраическое уравнение n-й степени  
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 ,0...1

10  

n

nn axaxa        00 a  

имеет ровно n корней, если каждый из них считать столько раз, ка-

кова его кратность. Если алгебраическое уравнение с действитель-

ными коэффициентами 
ia , ni ,1 , имеет комплексный корень, то 

оно имеет комплексно сопряженный корень. Поэтому уравнение 

нечетной степени всегда имеет хотя бы один действительный ко-

рень.  Уравнение четной степени может не иметь действительных 

корней. 

 Для трансцендентного уравнения в общем случае нельзя 

установить, имеет ли оно корни и в каком количестве. Если на 

функцию )(xf  не накладывать никаких ограничений, то могут 

возникнуть различные ситуации, а именно,  уравнение (4.1):  

  может иметь единственное решение; 

  имеет бесконечное множество решений; 

  не имеет решений. 

Методы решения нелинейных уравнений можно разделить 

на прямые и приближенные. На практике уравнения редко удается 

решить прямыми (точными) методами, поэтому используют при-

ближенные, в частности, численные методы.  

Прямые методы позволяют записать корни в виде некоторого 

соотношения (формулы). В итерационных методах корень   опре-

деляется как предел некоторой последовательности nxxx ,,, 21   

приближенных значений корня. Если члены последовательности с 

ростом n  приближаются к истинному значению корня  , то гово-

рят, что итерационный процесс сходится.  

 Важной характеристикой итерационных методов является 

скорость сходимости процесса. Метод имеет k -й порядок сходи-

мости, если  1

k

n nx C x     , где C – постоянная.  

Метод является одношаговым, если для построения итераци-

онной последовательности нужно вычислить функцию в одной 

точке,  двушаговым – в двух точках и т.д.  

Наиболее распространенные приближенные методы: 
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  метод деления отрезка пополам (метод дихотомии); 

  метод хорд (метод пропорциональных частей); 

  метод Ньютона (метод касательных); 

  комбинированный метод хорд и касательных; 

  метод простых итераций; 

  модифицированный метод Ньютона; 

  метод  Ньютона-Бройдена; 

  метод секущих; 

  метод Рыбакова; 

  метод поразрядного деления; 

  метод подекадного приближения; 

  метод Эйткена-Стеффенсона; 

  метод обратной интерполяции-экстраполяции; 

  метод обратной квадратичной интерполяции-экстраполяции; 

  метод парабол (метод Мюллера); 

  метод релаксаций; 

  метод Лобачевского; 

  метод Фридмана;  

  метод Хичкока.   

Нахождение приближенных значений корней уравнения (4.1) 

с заданной точностью состоит из двух этапов:  

1) Отделение (изоляция) корня, т.е. нахождение отрезка  ba, , на 

котором находится только один корень уравнения. Такой корень 

называется изолированным; 

2) Вычисление (уточнение) приближенного значения корня урав-

нения с заданной точностью   одним из численных методов. 

 

§ 13. Условия существования корней уравнения  

 
Отделение корня уравнения (4.1) основано на двух  известных 

теоремах  из  курса математического анализа [2]: 

1) Теорема Больцано-Коши. Если функция )(xf  непрерывна на 

 ba,  и 0)()( bfaf  (функция )(xf  принимает значения разных 
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знаков на концах отрезка  ba, ), то внутри отрезка находится, по 

крайней мере, один корень уравнения 0)( xf . 

Теорема гарантирует наличие корня уравнения на отрез-

ке  ba, , но не его единственность. Следует отметить, что если на 

концах отрезка функция имеет один и тот же знак ( 0)()( bfaf ), 

то это не означает, что на этом отрезке не имеется корней.  

Для существования единственного корня на  ba, ,  требуется  

выполнение  условий следующей теоремы 

2) Теорема.  Если 0)(  xf   0)(  xf  на  ba, , то )(xf  возрастает 

(убывает) на этом отрезке.  

 При выполнении  условий 1) и 2) уравнение (4.1) имеет един-

ственный корень на  ba, . Приведенные выше теоремы составляют 

основу аналитического способа отделения корней.  

В некоторых случаях используется третье условие:  

3) если )(xf   имеет постоянный знак на ];[ ba , то кривая )(xfу   

на ];[ ba  обращена выпуклостью либо вверх, либо вниз. Это усло-

вия используется для выбора начального приближения корня. 

Отрезок  ,a b , на котором функция )(xf  удовлетворяет 

условиям 1),2)  отрезком  изоляции корня уравнения (4.1) или от-

резком отделяющим корень.  

Отделение корня можно производить как аналитически, так 

и графически.  

1. Графический способ отделения корней 

На практике уравнение 0)( xf  иногда удобно заменить рав-

носильным ему уравнением )( )( xx   , обычно функции )(x  и 

)( x  более простые, чем )(xf . Тогда, построив графики )(1 xy   

и )( 2 xy  , искомые корни получим как абсциссы точек пересе-

чения этих графиков (рис. 4.1). 

Пример.   Оценить графически корни уравнения  1lg xx . 

Запишем уравнение в виде xx /1lg  . Построим функции 
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xy lg1    и xy /12  , найдем приближенно отрезок ]3;2[ , в котором 

находится корень, а в силу монотонности каждой из функций, ко-

рень будет единственным (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1.  Графический способ отделения корней уравнения 

1lg xx .  

 

2. Аналитический способ отделения корней 

Аналитический способ основан на перечисленных выше двух 

условиях 1), 2) отделения корней. Если корни уравнения 0)(  xf  

легко находятся, то процесс отделения  корней уравнения 0)( xf  

можно  упорядочить с помощью изменения знака функции ( )f x  на 

интервалах монотонности (табл. 4.1). Для этого достаточно под-

считать число изменения знаков )(xf  в интервалах монотонности. 

Например, алгебраическое уравнение n-й степени имеет не 

более n  действительных корней. Поэтому если для такого уравне-

ния знак ( )f x  меняется n  раз, то все корни будут отделены. 

Пример. Отделить корни уравнения ,0)( xf  26)( 3  xxxf . 

Найдем интервалы монотонности функции ( )f x  

2 2( ) 3 6 3 ( 2)f x x x     . Отсюда 22,1 x . Далее, xxf 6)(  , 

,026)2( f  .026)2( f  Итак, в точке  21 x   функ-

ция имеет максимум, в точке 22 x – минимум (см. рис.4.2).   
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Рис. 4.2. Аналитический способ отделения корней на примере 

уравнения 3 6 2 0x x   . 

 

Таблица 4.1. Изменение знака функции 26)( 3  xxxf  на интерва-

лах монотонности 

 

Как видно из таблицы, уравнение имеет три действительных 

корня, лежащих в отрезках [-3,-1], [0,1], [1,3]. 

 

§ 14. Метод половинного деления  
 

В специальной литературе встречаются другие названия ме-

тода половинного деления – метод дихотомии или бисекции. 

Найдем  корень уравнения 0)( xf  с заданной точностью  , 

если известно, что ];[ ba  — отрезок изоляции корня. 

Разделим отрезок ];[ ba  пополам точкой   21 bax   (первое 

приближение корня) и выберем из двух отрезков ];[ 1xa  и ];[ 1 bx  

тот, для которого выполняется одно из условий 0)()( 1  afxf  или 

0)()( 1  bfxf . Обозначим выбранный отрезок ];[ 11 ba  и разделим 

его пополам, получим второе приближение   2112 bax  . Заме-

тим, что при этом выполняется  равенство 1 1

1

2
b a b a   . Дей-

x    -3 -1 0 1 3   
)(xf      + +   + + 
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ствуя далее аналогично, получаем (см. рис. 4.3). 

1
2

n n
n

a b
x 


   и  

1

2
n n n

b a b a      

                 
Рис. 4.3.  Метод половинного деления решения уравнения 0)( xf . 

 

Неравенство  1nx , где  – корень уравнения 0)( xf , 

определяет абсолютную погрешность приближенного значения 

1nx . Число n  итераций для достижения точности   находим, ис-

ходя из условия  2nb a    

1
ln

ln 2

b a
n




 . 

Видно, что для уменьшения объёма вычислительной работы при 

фиксированной точности, следует уменьшать длину отрезка изоля-

ции. Скорость сходимости метода линейная, т.к. 
1

1 ~ 2n nx x    , следовательно, степень разности 
k

nx    рав-

на 1k .  

Пример. Методом половинного деления уточнить корень уравне-

ния  4 32 1 0x x x    , лежащий на отрезке [0,1]. 

Значения функции в граничных точках отрезка равны 

1)0( f , 1)1( f . Середина отрезка 5,01 a . Значения функции в 

этой точке 19,1)5,0( f . Поскольку 0)1()5,0(  ff , следователь-

но, выбираем отрезок ]1;5,0[ . Решение уравнения представлено в 

таблице 4.2.  
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Таблица 4.2. Метод половинного деления решения уравнения 
4 32 1 0x x x    . 

                                       
n  

na   nf a  
1

2

n n

n

a b
x 


  

 

 1nf x 

 

 

 1 1;n na b 
 

nb   nf b  

0 0,0 -1,0 0,5 

 

-1,1875  0,5;1,0  
1,0 1,0 

1 0,5 -1,1875 0,75 -0,5898  0,75;1,0  
1,0 1,0 

2 0,75 -0,5898 0,875 0,051  0,75; 0,875  
1,0 1,0 

3 0,75 -0,5898 0,8125 -0,3039  0,8125; 0,875  
0,875 0,051 

4 0,8125 -0,3039 0,8438 -0,1356  0,8438; 0,875  
0,875 0,051 

5 0,8438 -0,1356 0,8594 -0,0445  0,8594; 0,875  
0,875 0,051 

6 0,8594 -0,0445 0,8672 0,0003  0,8594; 0,8672  
0,875 0,051 

7 0,8594 -0,0445 0,8633 -0,021  0,8633; 0,8672  
0,8672 0,0003 

8 0,8633 -0,021 0,8652 -0,0009  0,8652; 0,8672  
0,8672 0,0003 

Приближённое значение корня   9 9 2 0,866a b    . 

 

 § 15. Метод хорд 
 

Метод хорд иногда называют методом  пропорциональных 

частей.  Пусть отрезок ];[ ba изоляции корня   установлен.  

Проведем хорду AB  через точки  )(; afaA  и  )(; bfbB  дуги 

графика )(xfy  . Абсцисса 1x  точки пересечения хорды с осью 

абсцисс принимается за первое приближение. Абсциссу 1x  найдем 

из уравнения  
( )

( ) ( )

x a y f a

b a f b f a

 


 
 хорды AB (уравнение прямой,  
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проходящей через две точки A  и B ).   Полагая 0y ,  получим  

 
)()(

)(
1

afbf

abaf
ax




 . 

Точка 
1x  делит ];[ ba  на два отрезка ];[ 1xa  и ];[ 1 bx , в одном 

из которых содержится искомый корень  . Новый отрезок изоля-

ции определяется по знакам )(),(),( 1 bfxfaf , как в методе поло-

винного деления. Последующие приближения находятся по одной 

из формул  

 
)()(

)(
1

n

nn
nn

xfbf

xbxf
xx




 ,  

 
)()(

)(
1

n

nn
nn

xfaf

xaxf
xx




 ,             (4.2) 

в зависимости от того возрастает или убывает функция,  выпукла 

она или вогнута на ];[ ba : 

1) 0)()(  xfxf  (рис. 4.4);            2) 0)()(  xfxf  (рис. 4.5). 

Выбор формулы для поиска корня и начального приближе-

ния осуществляется  согласно  правилу — неподвижным концом 

отрезка ];[ ba  является тот, для которого     0f x f x  . 

В первом случае неподвижной точкой является В , а последо-

вательность приближений монотонно возрастает, т.к. 
1 nn xx . Во 

втором случае неподвижная точка А , а последовательность при-

ближений монотонно убывает,  1 nn xx  (рисунки 4.4, 4.5). 

В методе хорд приближения стремятся к корню   с одной 

стороны. 

              
Рис. 4.4. Метод хорд зависит от монотонности и выпуклости 

графика, случай 0)()(  xfxf . 
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Рис. 4.5.  Метод хорд  в  случае 0)()(  xfxf . 

 

Оценка  погрешности 

Получим оценку погрешности в общем случае, а не только 

для метода хорд [12]. Будем считать, что корень   уравнения 

0)( xf  изолирован на отрезке   ];[ ba ,  и все члены последова-

тельности  nx  приближений лежат в этом отрезке. 

Теорема. Пусть  производная  f x  ограничена на ];[ ba и суще-

ствует такое число 
 

)(min
;

xfm
ba

 , что mxf  )(   bax ; , тогда 

m

xf
x

n

n

)(
 ,     ...,2,1,0n                        (4.3) 

Доказательство. Выберем некоторое приближение 
nx . По теореме 

Лагранжа о конечных приращениях между 
nx  и   найдется такая 

точка c , что nn xcfxff   )()()( . Т.к.   корень, то 

0)( f , то  mxfcfxfx nnn )()()(  .  

Следующая теорема [12] непосредственно связана с методом 

хорд и позволяет оценивать погрешность метода. 

Теорема.   Пусть производные f  и f  непрерывны и сохраняют 

знак на  ba; , кроме того Mxfm  )(0   bax ; , 

 
)(min

;
xfm

bax



, 

 
)(max

;
xfM

ba
  и 0)()( bfaf . Тогда  

1


 nnn xx
m

mM
x ,   ...,2,1n                     (4.4) 
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Доказательство проведем на примере первой формулы (4.2). Запи-

шем её для 
nx  через 

1nx   
 1 1

1

1

( )

( ) ( )

n n

n n

n

f x b x
x x

f b f x

 






 


, выразим из 

неё  1nxf  и учтём, что 0)( f . В результате получим  

 1

1

1
1

)()(
)()( 




 




 nn

n

n
n xx

xb

xfbf
xff  . 

Применим  формулу Лагранжа к разностям функции 

  11  )()(   nnn xcfxff  ,      11  )()(   nnn xbdfxfbf , 

где  ;1 nn xc ,   bxd nn ;1 . Имеем 

             11  
nnnnn xxdfxcf  ,  

Учтём равенство      11   nnnnnn xxcfcfxx   и находим  

   
  1



 nn

n

nn
n xx

cf

cfdf
x . 

Производная  f x сохраняет знак на  ba; , поэтому  

   n nf d f c M m    . 

Имея в виду, что mcf n  )(  приходим к неравенству (4.4). 

 Из теорем следует, если абсолютная погрешность   задана, 

то расчет производится до тех пор, пока не будут выполнены нера-

венства 

( )n

n

f x
x

m
     или   1n n n

M m
x x x

m
 


    . 

Следует иметь в виду, что если отрезок  ba; выбран неудачно 

(например, недостаточно малым), то дроби m1  и   mmM   могут 

оказаться большими и не отвечать истинной погрешности вычис-

ления корня. Для неравенства (4.3) такая ситуация возникает при 

0m , а для неравенства (4.4) – когда mM   и/или 0m .    

Из последнего неравенства видно, что сходимость метода 

хорд линейная, хотя скорость сходимости несколько выше, чем у 

метода половинного деления. 
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Пример. Методом хорд найти приближенно корень уравнения  
3 21,1 0,9 1,4 0x x x    . 

Найдем производную 9,02,23)( 2  xxxf . На отрезке ]1;0[  

она положительная и не меняет знак, далее, 04,1)0( f , 

06,14,19,01,11)1( f . Поскольку 0)1()0(  ff , то имеем 

изолированный корень на отрезке ]1;0[ . Теперь 02,26)(  xxf  

на отрезке ]1;0[  и 0)()(  xfxf . Таким образом, точка 1b  яв-

ляется неподвижной и пользуемся первой формулой (4.2)  

)(
)(6,1

1
1 n

n

n
nn xf

xf

x
xx






, 

где 
0 0x  ,  1b  , ( ) 1,6f b  . Следующие приближения определя-

ются по указанной формуле и представлены в таблице 4.3. 

Таблица 4.3. Метод хорд решения  уравнения   
3 21,1 0,9 1,4 0x x x    . 

 
n  

nx  ( )nf x  ( )( )

( ) ( )

n n

n

f x b x

f b f x




 

0 0 -1,4 -0,4667 

1 0,4667 -0,6388 -0,1522 

2 0,6188 -0,1848 -0,0395 

3 0,6583 -0,0455 -0,00095 

4 0,6678 -0,0108 -0,00222 

5 0,6700 -0,002519 -0,00052 

6 0,6705 -0,000588 -0,00012 

7 0,6706 -0,000137 -0,000028 

 

Ответ: приближённое значение корня уравнения 0,671  . 

   

 

 

 



Глава 4.  Нелинейные уравнения 
 

57 

§ 16.  Метод  Ньютона   
 

 Метод Ньютона также называют методом касательных или  

методом линеаризации.  

Как и в методе хорд будем рассматривать различные вариан-

ты расположения кривой )(xfy   на ];[ ba , задаваемые условиями:   

1) 0)()(  xfxf  (см. рис. 4.6);     2) 0)()(  xfxf  (см. рис. 4.7).  

         Геометрически метод состоит в том, что к кривой )(xfy   че-

рез одну из точек  )(; afaA  или  )(; bfbB  проводится касательная.  

Абсцисса 1x  точки пересечения этой касательной с осью Ох  при-

нимается за первое приближение к корню  .  Точка 
1x  делит отре-

зок  ba;  на два отрезка ];[ 1xa  и ];[ 1 bx , в одном из которых нахо-

дится корень  . «Новый» отрезок изоляции устанавливается с по-

мощью знаков )(),(),( 1 bfxfaf . Выбираем тот из отрезков ];[ 1xa  

или ];[ 1 bx , на котором выполняется неравенство 0)()( 1  afxf  или 

0)()( 1  bfxf .  Через один из концов «нового» отрезка проводится 

вторая касательная и определяется второе приближение.  

В случае 1) кривая )(xfy   выпукла вниз и возрастает или  

выпукла  вверх  и  убывает на  ];[ ba  (см. рис. 4.6) и касательная 

проводится через точку   , ( )B b f b . Уравнение касательной имеет 

вид ))(()( bxbfbfy  .  Полагая в уравнении 0y , найдём 

первое приближение  
1 ( ) ( )x b f b f b  . Вторая касательная к 

кривой )(xfy   проводится из точки  1 1 1; ( )B x f x : 

))(()( 111 xxxfxfy  . Из этого уравнения при 0y  определяем 

второе приближение )()( 1112 xfxfxx  . Продолжая далее этот 

процесс, для )1( n -го приближения получаем    

)(

)(
1

n

n
nn

xf

xf
xx


 , 0)( 

nxf .                           (4.5) 
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Рис. 4.6.  Метод касательных в случае 1) 0)()(  xfxf . 

 

Последовательность приближений  nx  монотонно  убывает 

nn xx 1
  и  ограничена  снизу. Очевидно, что все значения nx  и 

являются приближениями с избытком.  

Если выполняется условие 2), то )(xfy   выпукла вверх и 

возрастает  или  выпукла  вниз и убывает на ];[ ba  (см. рис. 4.7). 

                
Рис. 4.7.  Метод касательных в случае 2) 0)()(  xfxf . 

 

В этом случае первая касательная проводится через точку 

 , ( )A a f a , а уравнение касательной имеет вид 

( ) ( )( )y f a f a x a   . При 0y  из этого уравнения получим пер-

вое приближение 
1 ( ) ( )x a f a f a  . Действуя далее аналогично, 

приходим к рекуррентной  формуле (4.5). Однако в этом случае, 

последовательность  nx  является монотонно возрастающей 

1 nn xx , а значения nx  и являются приближениями  с недо-
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статком. 

Выбор начального приближения определяется условием 

    0f x f x  , 

т.е. исходной точкой для проведения касательной следует считать 

тот из концов отрезка изоляции  ba; , в котором знак функции 

совпадает со знаком второй производной. 

Алгоритм метода Ньютона можно получить другим спосо-

бом, разлагая функцию  nnxf    в ряд Тейлора 

        ...
2

1 2  nnnnnnn xfxfxfxf  ,  где 
nn x . 

Если 
n  мало, то членами пропорциональными ...,, 32

nn   в 

разложении можно пренебречь, а учитывать только линейное по 

n  слагаемое  (отсюда название метода название – метод линеари-

зации). В результате для поправки на n -м шаге имеем 

   nnn xfxf  ,  откуда следует формула (4.5). При этом следу-

ет иметь ввиду, что найдено лишь приближенное значение поправ-

ки n , поэтому сумма nnx   будет равна не  ,  а  лишь улучшен-

ному приближению 1nx .  

Для окончания итерационного процесса может быть исполь-

зовано одно из следующих условий )( nxf  или  nn xx 1 . 

 

Оценка  погрешности  метода Ньютона 

Теорема. Пусть  f x  и  f x  непрерывны и сохраняют знаки на 

отрезке изоляции корня ];[ ba , 0)()( bfaf , кроме того 

 
)(min)(

;
xfmxf

ba
  и  

 
)(max)(

;
2 xfMxf

ba
 . Тогда погрешно-

сти приближений к корню  , найденных методом касательных, 

оцениваются неравенством [12] 

 2

1
2 )(

2
 nnn xx

m

M
x , ...,2,1n                    (4.6) 
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Доказательство. Запишем формулу (4.5) в виде 
)(

)(

1

1
1









n

n
nn

xf

xf
xx . 

По формуле Тейлора при некотором 
nc  между nx  и 

1nx  имеем  

         21111
2

1
  nnnnnnnn xxcfxxxfxfxf .     (4.7) 

В методе Ньютона       0111   nnnn xxxfxf , а по условию 

теоремы   2

12 )(
2

1
 nnn xxMxf . Применяя формулу (4.3)  

( )n nx f x m   ,  получим (4.6). 

Замечание 1. Как и метод хорд, метод касательных плохо работает 

в предельных случаях  0m  или mM 2 . Из формулы (4.5) сле-

дует, что метод Ньютона удобно использовать, когда производная 

( )f x m   на отрезке ];[ ba  велика, т.е. график функции в окрест-

ности корня имеет большую крутизну.  

Замечание 2. Метод Ньютона можно использовать для уточнения 

корней в области комплексных значений x .    

Замечание 3. Следующая теорема  позволяет судить об условиях 

сходимости метода Ньютона, в частности, о выборе начального 

приближения 
0x [20]:  

Теорема. Пусть дважды непрерывно дифференцируемая на отрезке 

0 0[ ; ]x x    функция )(xf  удовлетворяет условиям: 

1) 0( ) 0,f x  1

0[ ( )] ;f x B                   

2) 0 0( ) ( )f x f x   ; 

3) Kxf  )(    x 
0 0[ ; ]x x   ;    

4) ,
2

1
 BKh      




h

h
ha

211
)( . 

Тогда на отрезке 
0 0[ ; ]x x    существует единственное решение 

  уравнения 0)( xf , к которому сходится последовательность 
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}{ nx  и имеет место оценка   



12

1
)2(

2

1 n

nn hx , .Nn  

Пример. Методом касательных найти приближенный корень урав-

нения  
3 21,1 0,9 1,4 0x x x     с точностью 0,0001  . 

Найдем 2( ) 3 2,2 0,9f x x x    , ( ) 6 2,2f x x   . На отрезке 

]1;0[  (1) (1) 0f f   , следовательно, касательную проводим через 

точку (1; (1))B f . Последовательные приближения вычисляются по 

формуле (4.5): 

0
1 0

0

( ) (1)
1 0,7377

( ) (1)

f x f
x x

f x f
    

 
,  

2

(0,7377)
0,7377 0,6742

(0,7377)

f
x

f
  


, 

3

(0,6742)
0,6742 0,6707

(0,6742)

f
x

f
  


,   

4

(0,6707)
0,6707 0,6707

(0,6707)

f
x

f
  


.                       

Ответ: 0,6707  . 

 

Достоинства метода Ньютона  

  квадратичная скорость сходимости; 

  возможность обобщения на системы уравнений; 

  метод является одношаговым.  

 

Недостатки метода Ньютона  

  может расходиться в тех областях, где   0 xf  (кривая )(xf  

вблизи корня почти горизонтальна);  

  если функция задана таблично, то вычисление  xf   затруднено.  

В методе касательных существенное требование 
0( ) 0f x   

может оказаться нарушенным, т.е. 0)(  xf  в точке 
0x x  или 

вблизи неё. В этом случае при установлении отрезка изоляции воз-

никают некоторые затруднения.  

Если  
0x  является корнем уравнения ( ) 0f x  , то в  формуле 

Тейлора ограничимся вторым порядком  
2

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 2f x f x x x f x   . 
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( ( )f x  непрерывна и сохраняет постоянный знак при  ;x   ) 

Полагая ( ) 0f x  ,  найдём приближенные значения корней   

1,2 0 0 02 ( ) ( )x x f x f x   . 

Пусть 0)()( 00  xfxf . Тогда либо 0)( 0 xf  и 0)( 0  xf , ли-

бо 0)( 0 xf  и 0)( 0  xf . В первом случае имеет положительный 

минимум, а во втором – отрицательный максимум, так что уравне-

ние 0)( xf  не может иметь корней вблизи точки 
0x .  

Пусть 0)()( 00  xfxf , тогда функция )(xf  имеет отрица-

тельный минимум или положительный максимум, так что в 

окрестности точки 
0x  можно ожидать два корня 1,2x . Каждое из 

приближений 1,2x  можно уточнят дальше обычными итерационны-

ми методами, рассматривая интервалы  01; xx  и  20; xx . Началь-

ные приближения корней 21, xx  уравнения 0)( xf  представляют 

собой абсциссы точек пересечения параболы 

2)()()( 0

2

00 xfxxxfy   

с осью Ox  [33]. 

 

§ 17.  Модифицированный метод Ньютона  
 

Модифицированный метод иногда называют упрощенным 

или огрубленным методом Ньютона.  Действительно, если произ-

водная )(xf   мало изменяется на отрезке изоляции корня, то в 

формуле (4.5)  )( nxf   можно заменить на 
0( )f x  и получить упро-

щенную формулу 

)(

)(

0

1
xf

xf
xx n

nn


 . 

Геометрически такая замена означает, что касательная к кри-

вой  ( ) 0f x   в точке 
0x  начального приближения параллельна 
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прямым, проходящим через точки   ,n nx f x . 

 Модифицированный метод Ньютона имеет первый порядок 

скорости сходимости, следовательно, сходится медленнее, чем ме-

тод Ньютона, поэтому может привести к увеличению объёма вы-

числений.    

 

 

§ 18.  Метод секущих  
 

Метод состоит в том, что производную )( nxf   на каждом ша-

ге заменяют разностным отношением  
   1

1

( )
n n

n

n n

f x f x
f x

x x






 


, ес-

ли величина  1n nx x   достаточно мала. Тогда итерационная фор-

мула (4.5)  принимает вид   
 

)()(

)(

1

1
1











nn

nnn
nn

xfxf

xfxx
xx .                                   (4.8) 

Метод сходится медленнее, чем метод Ньютона, но быстрее, 

чем какой-либо линейный итерационный процесс.    

Метод секущих близок к методу хорд, однако в отличие от 

него начальные приближения могут располагаться как с разных 

сторон от корня, так и с одной стороны. Процесс уточнения корня 

заканчивается при выполнении условия 1n nx x    ,   — задан-

ная абсолютная погрешность. 

Замечание. Метод, задаваемый формулой (4.8) в некоторых источ-

никах  называются методом хорд [27] или модифицированным ме-

тодом Ньютона [15,17].  
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 § 19.  Комбинированный  метод  хорд  и  касательных 
 

Методы хорд и касательных дают приближение корня с раз-

ных сторон, если рассматривать случаи 1) 0)()(  xfxf  и 2) 

0)()(  xfxf  отдельно. Поэтому на отрезке изоляции ];[ ba  корня 

  их удобно применять в сочетании друг с другом.  

Пусть, например, ,0)(  xf  0)(  xf , тогда имеем случай 1) 

0)()(  xfxf . Метод хорд дает приближения корня   с недостат-

ком (рис.4.4), а метод касательных — с избытком (рис.4.6).  В пер-

вом приближении метода хорд проводим хорду через точки 

 )(; afaA  и  )(; bfbB  (рис. 4.4), а в методе касательных проводим 

касательную из точки  )(; bfbB  (рис.4.6), поэтому концы нового 

отрезка изоляции находятся по формулам (первое приближение) 

 
)()(

)(
1

afbf

abaf
aa




 ,     

)(

)(
1

bf

bf
bb


 . 

Искомый корень   11; ba .  Следующую хорду проводим 

через точки 1A  и 1B ,  а касательную – через точку 1B  (рис. 4.8).   

 
Рис. 4.8. Комбинированный метод хорд и касательных,  

случай  ,0)(  xf  0)(  xf . 

 

Продолжая далее, будем  получать границы сужающегося отрезка 

изоляции: 
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 
)()(

)(
1

nn

nnn
nn

afbf

abaf
aa




     и    

)(

)(
1

n

n
nn

bf

bf
bb


 . 

Во втором варианте ,0)(  xf  0)(  xf , 0)()(  xfxf . Метод  

хорд дает корень   с избытком, а метод касательных — с недо-

статком. В этом случае будем иметь следующие формулы для вы-

числения левой и правой границ отрезка изоляции: 

  

)(

)(
1

n

n
nn

af

af
aa


 ,  

 
)()(

)(
1

nn

nnn
nn

afbf

abbf
bb




 . 

 Процесс вычислений в обоих случаях 1) и 2) заканчивается, 

если  nn ab . В качестве приближенного значения корня можно 

принять значение   2n na b   . 

 

§ 20.  Метод простых итераций   

 
Метод итераций часто называют методом последовательных 

приближений. 

Запишем уравнение 0)( xf  в эквивалентной форме  

)(xx   и построим рекуррентную формулу 

 )( 1 nn xx  .                                      (4.9) 

Начальное приближение 
0x  к корню   выбираем на отрезке 

 ba;  изоляции произвольно.  

Если последовательность приближенных значений 

,,, 210 xxx сходится, то корень   равен пределу 


n
n

xlim ,  а его 

п-е приближение определяется членом последовательности nx .  

Найдем  условия сходимости метода. Так как    точное ре-

шение, то )(  . Вычитая это тождество из (4.9), получим    

     1nn xx . 

К правой  части  равенства применим формулу конечных 
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приращений Лагранжа          11 nn xcx ,  1;  nxc   

(или  ;1 nxc ), тогда     1nn xcx , откуда  

     1nn xcx .  Если )(max
];[

xM
ba
 , то  

  1nn xMx ,                            (4.10) 

а  если 1M ,  то   1nn xx . Из этого неравенства следует, 

что nx  расположено ближе к корню  ,  чем 1nx . Покажем, что при 

условия    1 Mx  последовательность }{ nx  сходится к  .  Для 

этого используем неравенство (4.10) последовательно  п  раз  

  1nn xMx    02

2 xMxM n

n  . 

Заметим, что 0lim 


n

n
M , если 1M . Поэтому   0lim 


n

n
x    




n
n

xlim . Таким образом, доказана следующая теорема [22]  

Теорема. Если в отрезке изоляции корня     уравнения )(xx  , 

содержащем его последовательные приближения )( 1 nn xx  , вы-

полняется условие   1 Mx , то итерационный процесс схо-

дится  и 


n
n

xlim .  

Геометрическая  интерпретация  сходимости метода 

Корень   уравнения )(xx    это абсцисса точки пересече-

ния прямой xy   и кривой )(xy  . 

Начальное приближение  bax ;0   к корню   выбирается 

произвольно; первое приближение 1x – абсцисса точки пересечения 

прямых  xy   и )( 0xy  . По 1x  определяем второе приближение 

2x   (см. рис. 4.9) и т.д. Процесс уточнения корня до получения 

приближенного значения корня с требуемой точностью. 
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Рис. 4.9.  Геометрический смысл простых итераций  

уравнения )(xx  .  

 

Оценка  погрешности метода 

 

Найдем оценку n -го приближения, т.е. оценку nx  . Для 

этого преобразуем неравенство (4.10)  к следующей форме 

    nnnnnnnn xxMxMxxxMxMx   111  . 

Откуда получаем, что  nnn xx
M

M
x 


 1

1
 .  

Если 2/1M , то nnn xxx  1 , т.е. n -е приближение к 

корню   не превышает по модулю разности двух последователь-

ных приближений 
nx  и 

1nx .  

 

Приведение  уравнения  к  виду,  пригодному 

для применения метода простых итераций 

 

Преобразование уравнения ( ) 0f x   к виду )(xx   может 

выполнить различными способами.  

          1) Непосредственно из уравнения ( ) 0f x   выразить x , и за-

писать это уравнение в виде )(xx  , в котором должно выпол-

няться условие  сходимости   1x   на отрезке изоляции корня. 

Если это условие не выполняется, то можно воспользоваться одним 



Численные методы 
 

68 

из следующих способов указанных ниже.  

 

2) Перепишем  уравнение 0)( xf   в  виде  

)(xfxx  , 

где   - произвольный параметр. Сравним это уравнение с уравне-

нием )(xx   и получим   )(xfxx   . Выберем   так, чтобы 

выполнялось условие сходимости 1)(  x , т.е. 1)(1  xf . Ре-

шая неравенство, приходим к следующим условиям для выбора  : 

если Mxf  )(  на ];[ ba ,  то    

1. 02  M ,   если   0)(  xf , 

2.  M20   ,  если 0)(  xf . 

Заметим что, чем больше  , тем быстрее сходимость итераций. 

3) Выберем  
[ , ]

1 max ( )
a b

f x   ,  получим еще одно представ-

ление уравнения 0)( xf :        
[ , ]

( ) max ( )
a b

x x f x f x  . 

Знак   выбирается в зависимости от знака производной )(xf  . 

Здесь  
( )

1
max ( )

f x
x

f x



  


. Как видно, при надлежащем знаке 

)(xf   имеем разность 
[ , ]

1 ( ) max ( ) 1
a b

f x f x   . Итерационная по-

следовательность сходится всегда. 

4) Если корень   уравнения 0)( xf  отделён на отрезке 

 ba;  длины h b a  , а  функция )(xf  дифференцируема на от-

резке  ;a h b h   и монотонно возрастает, т.е.   0 xf ,   

 ;
max ( ) 0

a h b h
M f x

 
  ,   

 ;
min ( ) 0

a h b h
m f x

 
  , то правая часть урав-

нения    xmMxfxx  )(2  удовлетворяет условию 1)(  x . 

Замечание 1. Условие 1)(  x  сходимости метода итераций явля-

ется достаточным, его выполнение гарантирует сходимость про-

цесса. Если 1)(  x   для  всех   bax ; , то итерации не сходятся 
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ни при каком начальном приближении  bax ;0  . 

Замечание 2. Метод итераций имеет линейную скорость сходимо-

сти, т.к.   nn xMx 1  и является самоисправляющимся.  Если 

какое-то приближение 
nx  найдено с ошибкой, но ошибка не выве-

ла его из отрезка  ba; , то следующие члены последовательности 

все равно будут приближаться к корню.  

Пример. Найти с точностью до трёх верных значащих цифр корни 

уравнения 0133  xx . 

Построив график функции 13)( 3  xxxf  (рис. 4.10) легко 

установить, что уравнение имеет три корня 
1   1;2  , 

2   1;0 , 

3   2;1 .   

 
Рис. 4.10.  График функции  13)( 3  xxxf .  

 

Заменим исходное уравнение  равносильным уравнением  

 133  xxxx  , где 3( ) ( 3 1)x x x x     . Найдем производ-

ную 2( ) 1 (3 3)x x      и запишем условие сходимости метода 
2( ) 1 (3 3) 1x x      . Откуда находим 22 (3 3) 0x    . Т.к. 

   
933max 2

2;1,1;2



x , то  параметр   удовлетворяет неравенству 

092   . Полагаем 15,0 ,  а за начальные приближения 

примем середины отрезков изоляции, так для  1 : 5,10 x ,  для  

3 :  5,10 x .  Результаты расчета представлены в таблице 4.3. 
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Таблица 4.3. Расчёт корней 1  и 
3  уравнения 0133  xx  по 

формуле 3

1 0,15( 3 1)n n n nx x x x        при 5,10 x  и 
0 1,5x  . 

 n  0 1 2 3 4 5 

1  nx  -1,5 -1,81875 -1,88476 -1,87861 -1,87949 -1,87937 

3  nx  1,5 1,51875 1,52671 1,52995 1,53124 1,53175 

  Ответ: 879,11  ,   531,13  . 

Поскольку 
 

333max 2

1;0
x , то и параметр   для корня 2  

удовлетворяет неравенству 320   . Выберем 3,0 , а началь-

ное приближение 5,00 x  (табл. 4.4). 

Таблица 4.4. Расчёт корня 2  по формуле  1315,0 3

1  nnnn xxxx    

при 5,00 x . 

 n  0 1 2 3 4 5 

2  nx  0,5 0,3875 0,35620 0,34917 0,34769 0,34737 

Ответ: 347,02  .  

Другие представления уравнения не гарантируют сходимость 

метода. Например, в случае  3 1 3 ( )x x x    имеем 

1)( 2  xx . Отсюда следует, что корень должен лежать в интер-

вале  1; 1 . Этому интервалу не удовлетворяет ни один из трех 

корней. То же самое произойдет с представлением 

)(123 xxxx  , в котором 23)( 2  xx  и  10;1)(  x . 

Только в представлении уравнения в виде )(133 xxx   имеем, 

 3 2
131)(  xx  на отрезке  1;2   изменяется от 0,3 до 0,4,  а  

на отрезке  2;1  – от 0,34 до 0,63.  Следовательно, корни 1  и 3  

можно уточнять методом итераций. 
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§ 21.  Обзор  некоторых  приближённых методов   
решения   нелинейных  уравнений 

 
Метод Рыбакова можно рассматривать как модификацию метода 

Ньютона при замене производной  nxf   числом 
 

 xfM
ba


,

max . 

При этом скорость сходимости уменьшается. Метод Рыбакова удо-

бен для поиска всех корней уравнения  0)( xf  на отрезке  ba,  с 

помощью следующего алгоритма [17]:  

1) задаем  начальное  значение  
0x a — левый конец отрезка  ba, ; 

2) вычисляем   Mxfxx nnn 1  и проверяем условие bxn 1
.                                                                                 

Если оно нарушается, значит, найдены все корни. В противном 

случае проверяем условие  nn xx 1 . Если это условие не вы-

полнено, значит, 
1nx  есть один из корней уравнения.  

3) задаем начальное приближение к очередному корню  10 nxx  

и, если bx 0
, то переходим к пункту 2). Если  bx 0

, то вычисле-

ния  считаются  законченными.  
 Число итераций при реализации метода Рыбакова 

 п M b a   . Функция )(xf  на отрезке  ba,  может иметь про-

изводную с разрывами первого  рода.  

Метод поразрядного приближения для поиска всех корней урав-

нения  0)( xf  на отрезке  ba,  реализуется следующим алгорит-

мом [17]:  

1) задаём шаг h , ax  , 0k  и находим )(sgn xfW  ; 

2) задаём значение hxx   и проверяем условие bhx  . Если 

оно выполняется, вычисления прекращаются, если нет, то перехо-

дят к  пункту 3); 

3) вычисляем )(xf и проверяем условие 0)( hWxf . Если оно 

выполняется, переходим к пункту 2), иначе переходим к пункту 4); 

4) задаём Rhh  , где R  - показатель разрядности (уменьшения 

шага h ), и проверяем выполнение условия Rh  , где  – задан-

ная погрешность корня. Если это условие выполняется, переходим 
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к пункту 2),  если не выполняется, то — к 5); 

5) задаём 1 kk  и записываем значение k -го корня  
kxx  . За-

тем полагаем hh  ,  WW   и переходим  к пункту 2).  

Метод подекадного приближения аналогичный методу поразряд-

ного приближения при  10R . Метод даёт все верные цифры ре-

зультата в пределах заданной погрешности  . 

 Метод Эйткена-Стеффенсона ускоренной сходимости. Он обес-

печивает решение уравнения )(xfx   по следующему алгоритму:  

1) задаём  начальное  значение  0xxn  ; 

2) находим первое и второе приближения )( 01 xfx  ,  )( 12 xfx  ; 

3) вычисляем    210

2

1201 2 xxxxxxxn  ;  

4) проверяем условия   nn xx 1   и  02 210  xxx . Если эти 

условия выполняются, то переходим к пункту 1), т.е. задаём 
nx  но-

вое значение 
1nx , в противном случае вычисления останавливают-

ся и корень уравнения 
1 nxx .  

 Метод Эйткена-Стеффенсона при сложных )(xf  имеет 

ускоренную сходимость по сравнению с методом простых итера-

ций. Однако при простых функциях )(xf  время счёта практически 

не уменьшается, т.к. число дополнительных операций в этом мето-

де существенно больше, чем в методе простых итераций.  

Метод обратной интерполяции-экстраполяции состоит в вы-

числении ряда значений )( ii xfy   для  заданных  baxi , . Затем, 

полагая 0y , с помощью обратной интерполяции находим корень 

x . Корень может быть найден и за пределами отрезка  ba, . В по-

следнем случае применяется обратная экстраполяция.  

Для произвольных )(xf  оценка погрешности отсутствует. 

Однако для получения результата с заданной точностью, можно 

построить итерационную процедуру уточнения корня. Отметим, 

что при 2n  данный метод является комбинированным методом 

секущих-хорд, реализующим линейную интерполяцию - экстрапо-
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ляцию [15].  
Метод обратной квадратичной интерполяции-экстраполяции 
состоит в замене функции )(xf  полиномом Лагранжа второй сте-

пени [15,17]. При этом можно получить аналитическое выражение 
для приближенного значения корня. Действительно, заменив x  на 
y , а y  на x , полином Лагранжа второй степени можно предста-

вить в виде  

    102010  )( yyyybyybbyx  . 

При 0y  находим 102010 yybybbx  .  С учётом взаимной за-

мены переменных x  на  y  имеем  

00 xb  ,   
01

01
1

yy

xx
b




 ,   

02

12
2

yy

xx
q




 ,   

12

12
2

yy

bq
b




 . 

Метод Лобачевского позволяет найти действительные и ком-

плексные, простые и кратные  корни алгебраических и некоторых 

трансцендентных уравнений с большой точностью. Предваритель-

ное знание начальных значений корней не требуется. Схема вы-

числений довольно громоздкая [8, 22].  

Итерационный метод Фридмана обычно применяют к алгебраи-

ческим уравнениям. Теоретическое обоснование метода является 

недостаточным, хотя в большинстве случаев метод приводит к це-

ли достаточно быстро [22].  

Метод Хичкока применяется для нахождения действительных и 

комплексных  корней алгебраических уравнений. Реализация ме-

тода связана с трудоёмкими вычислениями [22]. 
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Глава 5. СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

ВВЕДЕНИЕ  
 

Многие задачи приводят к решению систем нелинейных 

уравнений (СНУ). В общем случае для системы произвольного по-

рядка n  сложно выяснить, имеет ли она решения и, если имеет, то 

сколько. В простейшем случае двух уравнений с двумя неизвест-

ными, возможные варианты решений можно представить графиче-

ски (рис. 5.1). 

 
Рис. 5.1.  Геометрическая интерпретация решений систем 

двух уравнений: а) решений нет, б) единственное решение,            

в) несколько решений. 

 

В  отличие от систем линейных уравнений, не существует 

прямых   методов   решения СНУ общего вида. В отдельных случа-

ях удается понизить порядок системы методом исключения. Для 

этого одну из неизвестных нужно выразить через другие неизвест-

ные с помощью какого-либо уравнения и подставить в оставшиеся 

уравнения. Для системы двух уравнений это означает, что СНУ 

сводится к одному уравнению с одной неизвестной. 

Метод Ньютона и метод простых итераций решения нели-

нейных уравнений удаётся сформулировать для СНУ. 

Рассмотрим эти методы вначале в простейшем случае си-

стемы двух нелинейных уравнений с двумя неизвестными. 
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§ 22.  Метод Ньютона 
 

Пусть  дана  система  нелинейных  уравнений  









.0),(

;0),(

2

1

yxF

yxF
                                (5.1) 

Обозначим начальные приближения 
00, yx  корней системы, а  точ-

ные значения корней   и   представим с помощью малых величин 

(поправок) ykxh  , : 
0 0,x h y k     . Тогда, система 

(5.1) принимает вид  

 

 







.0,

,0,

002

001

kyhxF

kyhxF
                           (5.2) 

Разложим функции  1 ,F x y   и  2 ,F x y   в ряд Тейлора по степеням 

h  и  k , сохраняя  только линейные по h  и  k  члены:   

   

   











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


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
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







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

























).,(,,

),,(,,

2

0

2

0

2
002002

1

0

1

0

1
001001

khok
y

F
h

x

F
yxFkyhxF

khok
y

F
h

x

F
yxFkyhxF

 (5.3) 

Частные производные в (5.3) вычисляются в точке 
0 0( , )x y ;  

);(),;( 21 khokho  — малые величины более высокого порядка мало-

сти, чем  h  и k . Пренебрегая в (5.3) величинами );(),;( 21 khokho , 

получим  систему линейных уравнений  для определения прибли-

женных значений поправок h  и  k :   

     

     

1 1 1 1 1 0 00 0

2 1 2 1 2 0 00 0

, ,

, .

F x h F y k F x y

F x h F y k F x y

        

        

                   (5.4) 

Поправки  h  и k , вследствие того, что в разложении сохранены 

только линейные члены, будут неточными.  

Решая систему (5.4), например, методом Крамера, найдем 

первое приближение 1h  и 1k  
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 

 
02002

01001

0

1
),(

),(1

yFyxF

yFyxF

J
h




 ,  

 

  ),(

),(1

00202

00101

0

1
yxFxF

yxFxF

J
k




 , (5.5) 

где определитель 
0J  системы (5.4) называется якобианом системы 

 
   

   

1 10 0

0 0 0

2 20 0

, 0
F x F y

J J x y
F x F y

   
  

   
.              (5.6) 

В результате  получим более точные,  чем  начальные приближения 

0x , 0y  (определяемые, например, графически),   значения корней. 

Первые приближения корней будут равны 1 0 1,x x h   1 0 1y y k  . 

Следующие поправки можно получить по формулам анало-

гичным формулам (5.5) и (5.6)  

 nn

n

xnn yxJxx ,)(

1  ,                              (5.7) 

                                     nn

n

ynn yxJyy ,)(

1  ,                              (5.8)  

где   
   

   nnynn

nnynnn

x
yxFyxF

yxFyxF

,,

,,

22

11)(




 ,  

   

   nnnnx

nnnnxn

y
yxFyxF

yxFyxF

,,

,,

22

11)(




 , 

якобиан  
   

   

1 1

2 2

, ,
, 0

, ,

x n n y n n

n n

x n n x n n

F x y F x y
J x y

F x y F x y

 
 

 
, а частные произ-

водные функций 
1 2( , ), ( , )F x y F x y  вычисляются  в точке ( , )n nx y .  

Этот способ приближённого решения СНУ носит название метода 

Ньютона (иногда Ньютона-Рафсона [14, 21]).  

Вычисления продолжаются до тех пор, пока в пределах за-

данной точности   не будут одновременно выполнены условия 

 nn yy 1    и    1n nx x    . 

 Недостатками метода Ньютона являются:  

 –  определение достаточно хорошего начального приближения;  

 – необходимость вычислять якобианы на каждой итерации;      

 – необходимость решения СЛАУ на каждой итерации. 

Достоинством метода является квадратичная скорость схо-

димости.  
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Пример. Решить методом Ньютона систему уравнений 








9

,3

22 yx

yx
 

с точностью 001,0 .  

Система может быть решена точно и имеет два решения:  

1 1

2 2 2 2 2
2 2

3, 3 , 3 , ( , ) (0,3),

 ( , ) (3,0).9, (3 ) 9, 2 6 0,

x y y x y x x y

x yx y x x x x

         
     

         

Графически имеем окружность 2 2 9x y   и прямую 3x y  . В 

качестве приближенного решения системы возьмем 10 x , 50 y .   

 

Рис. 5.2. Графическое решение системы 
2 2

3,

9,

x y

x y

 


 

  

и начальное приближение 10 x , 50 y .   

 

Найдём якобиан  yxJ ,  и вспомогательные определители )(n

x , 
)(n

y . В данном случае   3,1  yxyxF ,   9, 22
2  yxyxF , поэтому 

11 xF ,    11 yF ,    xF x 22  ,    yF y 22  , 

      
yx

yxJ
22

11
,  ,  

yyx

yx
n

x
29

13

22

)(




 ,  

92

31

22

)(






yxx

yx
n

y .  

Вычислим их в точке )5,1( : 8J ,      13)0( x ,      11)0(  y .   Первое 

приближение находим по формулам (5.7) и (5.8)   
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1 0 0 0,625x x x        и   
1 0 0 3,625y y y   . 

Дальнейшие вычисления  представлены в таблице 5.1.  

Таблица 5.1.  Метод Ньютона решения СНУ.  

 
n

 

nx  
 nn yxF ,1

 

 nnx yxF ,1

 
 nny yxF ,1  

 nn yxJ ,

 

)(n
x  nh  

ny  
 2 ,n nF x y

 

 nnx yxF ,2

 
 nny yxF ,2  )(n

y  nk  

0 1 3 1 1 8 13 1,625 

5 17 2 10 11 1,375 

1 -0,625 0 1 1 8,5 -4,53125 -0,53309 

3,625 4,53125 -1,25 7,25 4,53125 0,53309 

2 -0,09191 0 1 1 6,36764 -0,56836 -0,08926 

3,09191 0,56837 -0,18382 6,18382 0,56836 0,08926 

3 -0,00265 0 1 1 6,01063 -0,01593 -0,00265 

3,00265 0,01593 -0,00530 6,00530 0,01593 0,00265 

4 0,00000 0 1 1 6,00000 -0,00001 -0,00000 

3,00000 0,00001 -0,00000 6,00000 0,00001 0,00000 

Приближённое решение с учётом заданной точности 000,0 , 

000,3 .    

§ 23.  Метод простых итераций 
 

Для применения метода итераций, преобразуем  систему  (5.1)    

к следующему виду  

                                          








).,(

);,(

2

1

yxy

yxx




                                 (5.9) 

Функции в правой части (5.9) называются итерирующими.   

Систему можно представить в векторном виде  

 xx


 , 









y

x
x


,   









),(

),(

2

1

yx

yx
x




.              (5.10) 

Обозначим решение системы (5.9)   ,  или в векторном ви-

де  ,
Т

x    для системы (5.10). 
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Пусть система (5.1) имеет единственное решение. Подставляя 

значения нулевых приближений  00 , yx  в правые части уравнений 

системы (5.9) вместо x и y , получим первые приближения корней 

 0011 , yxx  ,  0021 , yxy  .                                      

 Аналогично  определяются  вторые и последующие прибли-

жения   

          nnnnnn yxyyxx ,,, 2111    ,  0,1,2,n   

которые  могут быть представлены в векторной форме   

 nn xx


1 ,     Tnnn yxx ,


,    0,1,2,n         (5.11) 

 Последовательность сходится к решению  * ,
Т

x   , если 

выполняются условия следующей теоремы.   

Теорема.  Пусть функции  yx,1  и  yx,2  непрерывны вместе со 

своими частными производными в замкнутом прямоугольнике 

  , : ;D x y a x b c y d      и выполнены условия [1,20,21]:  

1) норма матрицы Якоби  yxJ ,  функций  yx,1  и  yx,2  не 

превосходит единицы для любой точки  ,x y D , т.е.  

111 









yx


,        122 










yx


.                           (5.12) 

(обозначим 11 px  , 11 qy  , 22 px  , 22 qy  , 

тогда (5.12) запишется в виде  

121  Mpp   и   121  Mqq ). 

2) значения вектор-функции  x  принадлежат прямоугольнику 

D  для любого  ,x y D , это означает, что начальные приближе-

ния   00 , yx  и все последующие приближения  ,,,, 21 nxxx  и  

 ,,,, 21 nyyy  принадлежат D .  

Тогда при любом выборе начального приближения 

 0 0,x y D  итерационная последовательность (5.11) сходится к 
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единственному решению   и   системы (5.9) в D ,  т.е. 

 


n
n

n
n

yx lim,lim . 

Погрешность  n -го  приближения  оценивается неравенством   

 11
1

 


 nnnnnn yyxx
M

M
yx  ,       (5.13) 

где  
1 2 1 2max{ , }M p p q q   . Сходимость метода итераций счи-

тается хорошей, если  5,0M .   

Неравенство (5.13) в векторной форме имеет вид  

1
1



 


 nnn xx
M

M
xx


,  где  xJM

Dx





max .    (5.14) 

Замечание 1.  В качестве нормы вектора  Tyxx ,


 и нормы матри-

цы Якоби    













yx

yx
xJ

22

11




,  можно взять m –нормы:  

 yxx
Dxm

;max






,    




























 yxyx
xJ

Dxm

2211 ;max





. 

Замечание 2.  Областью D  можно считать окрестность точки пере-

сечения кривых   0,1 yxF ,    0,2 yxF .    

Доказательство. Сначала докажем неравенство (5.14). Так как  

),(1    и   ),(2   , то по формуле Лагранжа для функции 

двух переменных имеем  

   0
1

0
1

00111 ),(),( y
y

x
x

yxx
PP


























 





 , 

   0
2

0
2

00221 ),(),( y
y

x
x

yxy
QQ


























 





 ,    

где  P  и Q  - точки на отрезке, соединяющем  точки ),(    и  

),( 00 yx .  По условиям теоремы 

10101 qypxx   ,   20201 qypxy   . 
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Сложим  эти  неравенства и получим условие Липшица 

 0011 yxMyx   . 

Рассуждая  аналогично,  получим неравенство для точки  
2 2( , )x y  

   00

2

1122 yxMyxMyx    

и для  n -го приближения ( , )п пx y    

   0011 yxMyxMyx n

nnnn     .     

Так как 1M , то при достаточно большом  n  правая часть нера-

венства  может быть сделана сколь угодно малой, т.е. итерацион-

ный процесс сходится.  

 Преобразуем основное неравенство 

 11   nnnn yxMyx   

   11 nnnnnnnn yyyxxxMyx   

 11   nnnnnn yyyxxxM  . 

Отсюда следует, что 

     1111   nnnnnn yyxxMyMxM   

и неравенство (5.14). 

Преобразуем систему (5.9) так, чтобы в окрестности началь-

ной точки   00 , yx , близкой к решению   , , выполнялось одно из 

условий (5.12) теоремы    1xJ


 

     

     







.,,,

,,,,

212

211

yxFyxFyyx

yxFyxFxyx




                (5.15) 

Исходная система (5.1) равносильна системе (5.9) с правыми 

частями (5.15) при условии, что определитель 0
 

 
 . 

Условие   1xJ


 будет выполнено, если норма матрицы 

Якоби равна нулю в точке  00 , yx , в силу непрерывности компо-

нент матрицы она не превзойдёт единицы в некоторой окрестности 
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этой точки. Равенство   00 xJ


 означает, что матрица Якоби 

 0xJ


 нулевая, т.е.  

       

0

0,0

2

0,0

2

0,0

1

0,0

1 



















yxyxyxyx yxyx


.       (5.16) 

Используя формулы (5.15),  перепишем последние соотношения в 

виде  

1 2

1 2

1 2

1 2

1 0,

0;

1 0,

0.

x x

y y

y y

x x

F F

F F

F F

F F

 

 

 

 

      


    


     
     

                        (5.17) 

Здесь все частные производные вычисляются в точке  00 , yx . 

В результате получим СЛАУ относительно неизвестных  ,,, , 

эквивалентную двум независимым системам с одной и той же мат-

рицей Якоби  xJ


 функций  yxF ,1  и  yxF ,2  в точке  00 , yx :   

     

   



















0000

0000

,2,2

,1,1
0

yxyx

yxyx

yFxF

yFxF
xJ


. 

Систему (5.17) можно записать в матричной форме (матричное 

уравнение)  










































10

01

22

11

yx

yx

FF

FF




. 

Решение матричного уравнения  

 01 xJ













. 

Итерирующие функции – соотношения (5.15) представим в мат-

ричной форме  
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


































),(

),(

),(

),(

2

1

2

1

yxF

yxF

y

x

yx

yx








  или       xfxJxx


  01

. 

Таким образом, в методе итераций в отличие от метода Нью-

тона матрица  01 xJ
  определяется только один раз в начальной 

точке  00 , yx . Поэтому метод итераций иногда называют модифи-

цированным  методом Ньютона.  

Заметим, что при решении одного уравнения 0)( xf  моди-

фицированным методом Ньютона (с.62, §17) производная )(xf   

вычисляется также один раз в начальной точке. 

Замечание 3. Теорема остается верной, если неравенства (5.12) за-

менить  неравенствами (столбцы матрицы Якоби) 

121 









xx


,     121 










yy


. 

Замечание 4.  Для практической оценки погрешности n -го  при-

ближения можно пользоваться неравенствами  
















.121,10

,210,

1

1

Mприxx

Mприxx
xx

nn

nn

n








 

Пример.  Методом простых итераций найти корни системы  











.0

,1

3

22

yx

yx
 

в первом квадранте с точностью 0001,0 . 

Здесь 2 2

1 1,F x y    
3

2 .F x y   Построим графики функций 

системы и найдем графически в первом квадранте начальное при-

ближение 
0 0,9х  , 55,00 y   (рис.5.3). 
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    Рис. 5.3. Графический способ отделения корней СНУ 










.0

,1

3

22

yx

yx  

Преобразуем систему к  форме (5.15) 

     yxyxxyx  322

1 1,  ,                                          

     yxyxyyx  322

2 1,  . 

Найдём частные производные в точке  0,9; 0,55 : 

,21 x
x

F





     

 
,6,1

, 001 




x

yxF
      ,21 y

y

F





    

 
,1,1

, 001 




y

yxF
 

,3 22 x
x

F





   

 
92,1

, 002 




x

yxF
,     12 





y

F
,    

 
.1

, 002 




y

yxF
 

Для определения параметров  ,,,  составим систему (5.17)  

1 1,6 1,92 0,

1,1 0,

1,6 1,92 0,

1 1,1 0.

 

 

 

 

  


 


 
   

 

Отсюда получаем коэффициенты итерирующих функций 

                      .4,0,3,0,5,0,3,0    

Таким образом, итерирующие функции будут иметь вид  

     nnnnnnn yxyxxyx 

322

111 3,013,0, , 

     nnnnnnn yxyxyyx 

322

112 4,015,0, . 

Результаты расчёта представлены в таблице 5.2. 
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Таблица 5.2.  Решение СНУ  методом итераций. 

n  0 1 2 3 4 

nx  0,8 0,82865 0,82574 0,82606 0,82603 

ny  0,55 0,56355 0,56361 0,56363 0,56362 

1n  - 0,029 0,0291 0,00032 0,000036 

Если     nnnnn yyxx 111 ,max , то процесс вычислений за-

вершён и корни системы  8260,0 , 5636,0 . 

 

§ 24.  Метод Ньютона и метод простых итераций 

 в  векторной форме  
 

Метод Ньютона для СНУ размерности 22  допускает  

обобщение на системы n нелинейных уравнений с n неизвестными.  

 

 

 

1 1 2

2 1 2

1 2

, , , 0,

, , , 0,

, , , 0.

n

n

n n

f x x x

f x x x

f x x x







 

                                    (5.18) 

Все функции  предполагаются  действительными и  имеющими  

непрерывные частные  производные первого  порядка по перемен-

ным  
nxxx ,,, 21  . Систему  уравнений  (5.18)  можно  записать  в  

виде векторного  уравнения    

                                       0xf


,                                      (5.19) 

где  f x – вектор-функция, заданная в некоторой области 
nRD  .   

Решить  систему (5.19) означает найти  такую точку (вектор)  

  n

n RDxxxx   ,,, 21 


, которую  отображение f


 переводит  в  

нулевую точку (нуль-вектор).   

Пусть   n

n RDxxxx  00

2

0

1

0 ,,,  – начальное  приближение  к  

корню.  Предположим найдено приближение  p

n

ppp xxxx ,,, 21    к  
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корню  x , который представим в виде  ppxx 


 ,   где  p


– по-

грешность p -го приближения. Поскольку   0xf


, то 

   0 ppxf 


,  ,p nx x D R  .                    (5.20) 

Разложим  каждую  из  функций   xfi


 в  окрестности  точки  

px   по  степеням   p

n

ppp  ,,, 21 


   с  точностью до линейных  

членов [1,5] 

       p p p p pf x f x W x    .                     (5.21) 

Здесь  

 



















j

i

x

f
xfxW )()(


, nji ,...,2,1,                 (5.22) 

матрица Якоби системы.  

Левая  часть  уравнения  (5.21)  равна  нулю      0 xfxf pp 
 ,   

поэтому  с  точностью  до  линейных  по  p


 членов получаем 

                           0p p pf x W x   .                            (5.23) 

Заметим, что теперь p


 не  является  погрешностью  к  истинному  

корню  x ,  а  является разностью  между   1p  -м  и p -м  при-

ближениями (ввиду разложения по формуле Тейлора) 
ppp xx


 1 .                                  (5.24) 

Предположим,  что   pxW


 имеет  обратную матрицу )(1 pxW
 .  То-

гда,  умножая левую  и  правую  части  (5.23) на )(1 pxW
 ,  получим  

         ppp xfxW


)(1 . 

Тогда  с  учетом  (5.24)  получим    

.....,2,1,0  ),()(11   pxfxWxx pppp 
            (5.25) 

Метод  нахождения  последовательных приближений  по  формуле  

(5.25) называется  методом  Ньютона.   

Так как процесс вычисления обратной матрицы является 

трудоёмким, то для нахождения 1px   перепишем (5.25) в виде 

   ppp xfxWx
 1 , где pppp xxx


 1  — поправка к теку-
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щему приближению px


 и умножим последнее выражение слева на 

матрицу Якоби ( )pW x  и получим 

   ppp xfxxW


  

СЛАУ относительно поправки px


 . После её нахождения вычис-

ляется следующее приближение ppp xxx


1 . 

Перечислим  условия,  гарантирующие  сходимость   после-

довательных  приближений px  к  решению x .   

Теорема.  Если  функции  
nfff ,,, 21    определены  и  непрерывны  

вместе со  своими  частными  производными по переменным 

nxxx ,,, 21    до  второго  порядка   включительно  в  области  
nRD  ,  точка     n

n RDxxxx  00

2

0

1

0 ,,,   вместе  со  своей  за-

мкнутой  R - окрестностью    DRxxKK RR  0:


  и  выпол-

нены  следующие  условия:    

1)  матрица  Якоби  )(xW


 при  0xx


   невырождена;    

2)  2)()( 0

001 RBxfxW  
;    

3)     0, xKxCxf R


 ; 

4)   постоянная  12 000  CBnA   не  превосходит  единицы,  тогда   

1) последовательность  px  приближений сходится;   

2) решением системы (5.19)   0xf


 является вектор p

p
xx




  lim ; 

3) справедлива   оценка  RBxx 

0

0 2


.    

Указанные условия  являются  достаточными  для  сходимости  

итераций.  Невыполнение  некоторых  из них  ещё  не  означает  

расходимость  последовательности  приближений.  

 Приведём алгоритм построения итерационного процесса: 

1) задаём  начальное  приближение  nRDx 0 ;   

2) находим матрицу Якоби  ( ) j n n
W x f x


   ; 

3)  вычисляем   значение  )(xf


  в   точке   0x .    
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4) находим  обратную матрицу Якоби  )( 01 xW  ;    

5) находим  произведение  1 0 0( ) ( )W x f x ;    

6) вычисляем первое приближение  )()( 00101 xfxWxx
  ;  

7) повторяем действия  3)-6) для последующих приближений;    

8) процесс заканчивается, если  pf x   или   pp xx 1 .    

Для  выбора  начального  приближения  применяют графический  

метод,  метод  проб или какой-либо другой способ, позволяющий 

установить начальное приближение к точному решению.    

 

 Теперь обратимся к методу простой итерации и рассмотрим 

систему  нелинейных  уравнений  вида  

 

 

 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

n

n

n n n

x x x x

x x x x

x x x x













 

                           (5.26) 

которую запишем в векторной  форме    

 xx


 ,                                    (5.27) 

где  вектор-функция   x


  предполагается  непрерывной  в  неко-

торой  области  nRD  ,  содержащей  единственное  решение x


  

системы  (5.27).  Для  нахождения  решения  x


 последовательные  

приближения  строят по  формулам   

 
 

 























p

n

pp

n

p

n

p

n

ppp

p

n

ppp

xxxx

xxxx

xxxx

,,,

,,,

,,,

21

1

212

1

2

211

1

1















                             (5.28) 

или  векторной  форме    

  ....2,1,0,1  pxx pp 
 ,                          (5.29)   
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где   0 0 0 0

1 2, , , n

nx x x x D R    –  начальное  приближение. 

Если  для  некоторого  значения  Dx 


  окажется,  что     xx


 ,  

то  говорят,  что  вектор  x


  отображается  в  себя.  Это  означает,  

что  вектор  x


 –  есть  решение  системы  (5.27).   

Остается найти условия, когда отображение является сжима-

ющим и использовать принцип сжимающих отображений. Реше-

нием системы будет неподвижная точка Dx 


, удовлетворяющая 

уравнению    xx


 . 

Отображение   x


   называется   �k�`�b�f�Z�x�s�b�f  в  области  

D ,  если  для  любых  Dxx 21,


  выполняется  неравенство    

    10,1212  qxxqxx


 .                     (5.30) 

Отображение  может  быть  сжимающим  в  одной  норме  в  

пространстве nR   и  не  быть сжимающим  в  другой норме.  Будем  

использовать  m -норму.  

Теорема. Пусть  непрерывная  вектор-функция   x


   определена  

в  замкнутой  области nD R  и  является сжимающим  отображе-

нием  в этой  области.  Если  все  последовательные приближения  
0 1 1, , , ,p px x x x   принадлежат   D ,  то   

1) итерационный  процесс (5.29)  сходится  для  любого  началь-

ного  приближения  0x D ; 

2) вектор  p

p
xx




  lim  является  решением  системы;  

3) решение x


  единственное  в  области D ;   

4) имеет  место  оценка  скорости  сходимости  последовательно-

сти  приближений  px


  к  корню  x


:    

01

1
xx

q

q
xx

p
p 




 ,   q  - коэффициент сжатия.   

 Как в случае одного уравнения отображение  x


  будет 

сжимающим, если 
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  10 
m

x


 .   

 Условие  теоремы о принадлежности  последующих  при-

ближений  px


  области  D   трудно  проверить  на  практике.  Сле-

дующая  теорема  заменяет  это  условие  более  конструктивным.  

Теорема.  Пусть  непрерывная  вектор-функция   x


  определена  

в  замкнутой  области  nD R  и  является сжимающим  отображе-

нием  в этой  области. Пусть  область  G   лежит  в D  вместе  со  

своей    - окрестностью  
q

qd






1
 , где   d - диаметр области  D . 

Если  Gx 0
  и    Gxx  01 

 ,  то   имеют  место  утверждения  

1)-4)  предыдущей  теоремы [1,5].    

 Следующие достаточные признаки сходимости метода про-

стых итераций  являются  более  конструктивными.  Для сходимо-

сти метода решения  системы  вида  xx


  достаточно выполне-

ние одного из трёх условий:   

1) 
1

1,  1,2, ,
n

ijj
M i n


  ; 

2) njM
n

i ij ,,2,1,1
1

 
; 

3) 1
1,

2  

n

ji ijM .   

Любое из перечисленных условий гарантирует выполнение нера-

венства   10 
m

x


 . В этих случаях за начальное приближение 
0x  

можно принять любую точку окрестности   DRxx  
.   

ijM - элементы  матрицы  
j

i

D
ij

x

x
M






)(
max

0
. 

 Систему  уравнений  общего  вида (5.19)    0xf


  можно 

привести к виду, удобному для применения метода итераций. Для 

этого  запишем систему равносильную системе  (5.19) 
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 xfAxx


 , 

где   nRLA  – любая  невырожденная  матрица.   

Найдем производную 

       x x Af x E A f x


                       (5.31) 

При  0xx


  получаем   00  xfAE


,  т.е.   ExAW 0 и, если  

существует обратная  матрица  01 xW
 ,  то   01 xWA

 .  Система  

уравнений    0xf


 оказывается  эквивалентной   системе    

1 1 0( ) ( )p p px x W x f x   .                      (5.32) 

Систему  уравнений   0xf


 можно  привести  к  виду (5.32) и  

другими  способами.   Формула  (5.32)  напоминает  формулу (5.25) 

метода Ньютона, поэтому метод простых итераций называют 

упрощённым или модифицированным методом Ньютона.  

 

Список использованных обозначений  

 nR  — действительное n -мерное пространство век-

тор-столбцов с компонентами  
nxxx ,,, 21  , n — раз-

мерность пространства; 

  Tnxxxx ,,, 21 

  — вектор-столбец с компонентами   

nxxx ,,, 21  ; 

 x  — точка пространства nR  с  координатами 

nxxx ,,, 21  ; 

    nxxxx ,, 21   — функция  переменных  

nxxx ,,, 21  , определенная в  некоторой  области  
nRD  ; 

 





n

j

ij
mim

aA

1
1
max  — m -норма  матрицы  

nmijaA


  — 

максимальная из сумм модулей  элементов  строк; 
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  p
n

ppp xxxx 


,,max 21 — m -норма вектора 

 Tp

n

ppp xxxx ,,, 21 


  — наибольшая  по  модулю  ком-

понента;   

    Tn xfxfxfxf )(,),(),( 21 


  — вектор-функция 

столбец  с компонентами-функциями 

   1 1 2 2 1 2, , , , , , , , ,n nf x x x f x x x ,  1 2, , ,n nf x x x  

определенными в некоторой области Dx ; 

 Матрица  Якоби      





























n

nnn

n

n

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

x

xf

xW




































)()()(

)()()(

)()()(

)(

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1







 или 

nnj

i

x

f
xfxW




















 )()(


; 

 Матрица  Якоби  как  совокупность  вектор-столбцов 





















































































nn

n

n

n

nn xf

xf

xf

xW

xf

xf

xf

xW

xf

xf

xf

xW











 2

1

2

22

21

2

1

12

11

1 )(;)(;)( ;    

 Производная матриц Якоби 























































kj

i

nj

n

j

n

j

n

njjj

njjj

j
xx

f

xx

xf

xx

xf

xx

xf

xx

xf

xx

xf

xx

xf

xx

xf

xx

xf

xx

xf

xW
2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

1

1

2

)()()(

)()()(

)()()(

)(











































 ; 

 Совокупность  матриц  Якоби  njxW j ,...,1),(  , построен-
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ных  для  каждого  столбца  матрицы  )()( xfxW 


, называется  

производной  матрицы  Якоби  )(xW  и обозначается 

        njxWxWxWxWxfxW jn ,...,2,1,)()(,),(),( 21  


.  

 m — нормы  матриц  )(),(),( xfxfxf 


:     

1)   )(max xfxf i


;   

2)   


 




n

j j

i

mj x

f
xWxf

1
1
max)(


;    

3)   















 




n

k jk

i

minj
j

nj xx

f
xWxWxf

1

2

111
maxmax)(max)(



 

n

k jk

i

ji xx

f

1

2

,
max . 

 

§ 25.  Метод продолжения по параметру 
 

Многие системы уравнений содержат параметры. Пусть си-

стема (5.19) имеет один параметр   

  0, xf


.                                    (5.33) 

Предположим, что требуется найти решение 
ix


 при значениях па-

раметра 
0 1 2 ... n       , причем при 

0 система имеет реше-

ние 0x . Если  решение уравнения  (5.33) зависит непрерывно от 

параметра  , то 0x
 будет хорошим начальным приближением для 

уравнения    0, 1 xf


. Продолжая процесс, найдем решения урав-

нения (5.33) для различных значений параметра n ,...,, 21 . 

Если система уравнений, которую нужно решить не содержит 

параметра, то его можно ввести. Например, для системы уравнений 

  0xf


               

      0)1(,  оxfxfxf


 ,    0 1  .        (5.34) 
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Тогда при 0  имеем систему    of x f x  с известным 

решением оx


, а при 1 получаем исходную систему   0xf


. 

Следовательно, мы также можем действовать последовательно 

0 1 20 ... 1n          

С системой (5.34) тесно связан метод Давиденко. Предполо-

жим, что решение системы является непрерывно-

дифференцируемой функцией параметра  x


. 

Дифференцируя уравнение (5.34) ( ( )) ( 1) ( ) 0of x f x     по 

 по правилу дифференцирования сложной функции, получаем 

0)())(( 0  xfxxf


 . 

Если матрица Якоби ))((  xF  невырожденная, то из послед-

него соотношения получаем дифференциальное уравнение 

  )())(()( 01
xfxfx

 
   с начальным условием   оxx


0 . 

Решение  x


 задачи Коши при 1  даёт решение исходной 

системы уравнений   0xf


. 

 

§ 26.  Метод скорейшего спуска 
 

Предположим, что функции )(xfi


 непрерывно дифференци-

руемы в их общей области определения. Построим  функцию 

     



n

i

i xfxfxfxU
1

2
),()()(


.                       (5.35) 

Очевидно, что решение системы   0xf


 обращает в нуль функ-

цию )(xU


; наоборот, вектор x


, для которого функция )(xU


 равна 

нулю, является корнем системы [1, 27].  

Будем предполагать, что система   0xf


 имеет изолирован-

ное решение, которое представляет собой минимум функции )(xU


. 
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Пусть x


 – вектор-корень системы и оx


 – нулевое приближение. 

Через точку оx


 проведем поверхность уровня )()( оxUxU


  - эл-

липсоид. Из точки оx


 двигаемся по нормали к поверхности до тех 

пор, пока эта нормаль не коснется в некоторой точке 1x


какой-то 

другой поверхности уровня )()( 1xUxU


 . Затем, от точки 1x


 до 

точки 2x


  и т.д. 

Так как )(...)()( 1 no xUxUxU


 , то двигаясь по такому пу-

ти, мы быстро приближаемся к точке с наименьшим значением 

(дно ямы), которая соответствует искомому корню системы.  

Обозначим: градиент функции 

1

( ) ,...,

Т

n

U U
U x

x x

 

 

 
   

 
, 1 2

1 2

... n

n

U U U
U

x x x

  

  
    е е е , 

где 
iе  – орты пространства nE . Тогда  

)(1 k

k

kk xUxx  . или )(1 k

kk

kk xfWxx   , 

где 
k

kk

k

kk

k

kk

k

kk
fWWfWW

fWWf









,

,
2 ,  а kW  – матрица Якоби. 

Пример. Методом скорейшего спуска решить систему  










.0

,1

2

3

1

2

2

2

1

xx

xx
 

Начальное приближение устанавливаем по рисунку 5.3. 











5.0

9.0
)0(x

  

 и 













2

3

1

2

2

2

1)(
xx

xx
xf . 

Будем иметь 













13

22
)(

2

1

21

x

xx
xf , тогда 












143.2

18.1
)( 0xf  и 23,4)(det 0  xf . 

Так как матрица )( 0xf   невырожденная, то существует обратная 

матрица   















8.143.2

11

23.4

1
)(

1)0(xf   и 
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  















8.143.2

11

23.4

1
)(

1)0(xfA . 

Положим   


































2

3

1

2

2

2

1

2

1 1

8.143.2

11

23.4

1
)()(

xx

xx

x

x
xAfxx  

0.9 1 1 0.81 0.25 1 0.9 0.061 1

0.5 2.43 1.8 0.229 0.5 0.2284.23 4.23

          
             

         
. 

2

2

2

1

22

2

2

1 )()1( xxxxf  . 

2 2 3 2

1 2 1 1 2 1

2 2 3

1 2 2 1 2

2( 1) 2 2( ) 3

2( 1) 2 2( )

x x x x x x
f

x x x x x

      
   

     
. 

Находим последовательные приближения: 

2 2(0) (0)(0)
1 2(1) 1

(0) 3(0) (0)
2

1 2

(2) (3) (4)

11 1 0.83171
,

2.43 1.8 0.56304.23

0.8268 0.8261 0.8261
,  , .

0.5633 0.5631 0.5636

x xx
x

x x x

x x x

        
         

        

     
       
     

 
Если точность 0.001  , то приближенное решение 

0.826, 0.564   . 

 

Для решения СНУ можно использовать метод Зейделя, ко-

торый является модификацией метода простых итераций [37]. Вы-

числительная схема метода в случае СНУ аналогична алгоритму 

метода Зейделя для решения СЛАУ, рассмотренному в § 10.  
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